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第 四 版 前 言 


ABES 1979 年 出 版 发 行 以 来 ,历经 30 多 个 春秋 ,一 直 畅 销 不 衰 , 深 得 
读者 厚爱 。 在 郭 大 钧 教授 的 帮助 和 指导 下 ,对 全 书 我 不 断 地 修订 和 补充 ， 
不 断 地 修正 错误 ,不断 地 蔡 换 更 为 简洁 的 解法 和 证 明 , 力 求 本 书 一 直 保 持 
其 先进 性 、 完 整 性 和 准确 性 ,以 求 对 读者 的 高 度 责任 感 。 读 者 通过 学 习 该 
书 , 对 掌握 数学 分 析 的 基本 知识 、 基 础 理论 和 基本 技能 的 训练 ,感到 获 益 

菲 浅 ,赞誉 其 为 学 习 数 学 分 析 “ 不 可 蔡 代 ”之 图 书 ,对 此 我 们 倍 感 欣 慰 , 鞭 
策 我 们 为 读者 作出 更 多 的 奉献 。 

这 次 受 山 东 科 学 技术 出 版 社 的 约请 ,并 得 到 郭 大 钧 教授 的 大 力 支 持 ， 
仍 由 我 负责 全 书 第 四 版 的 修订 、 增 补 和 校 阅 工作 ,以 适应 文化 建设 繁荣 发 
展 的 需要 ,更 加 激发 全 国 广大 读者 的 强烈 求知 欲 。 具 体 主要 做 了 以 下 几 
方面 的 工作 : 

第 一 ,为 全 书 4462 题 中 的 近 三 成 的 习题 ,根据 题 型 的 不 同 ,在 原 题解 
的 前 面 ,分 别 或 给 出 提示 ,或 给 出 解 题 思路 ,或 给 出 证 明志 路 。 页 图 局 发 
读者 怎样 分 析 该 题 ,怎样 下 手 求解 ;启发 读者 怎样 已 结 解 题 的 规律 ;局 发 
读者 怎样 正确 使 用 有 关 的 数学 公式 、 概 念 和 理论 ,开拓 视野 ,活跃 思路 ; 硕 
助 读者 逐步 解决 学 习 中 的 困难 ,为 他 们 在 学 习 过 程 中 提供 一 个 良师益友 。 
这 是 本 次 修订 的 主要 工作 。 

第 二 ,根据 当前 的 语言 习惯 ,对 全 书 的 文字 作 了 较 多 的 润色 ,使 其 表 
述 更 加 准确 ,更 加 简洁 凝练 。 

第 三 ,改正 了 第 三 版 中 的 个 别 印刷 错误 ,修正 了 闻 数 图 像 中 的 个 别 问 
题 和 个 别 习 题 的 答案 。 

第 四 ,根据 国家 相关 标准 ,规范 了 有 关 术 语 和 数学 式 子 的 表达 ;并 对 
全 书 使 用 的 外 国人 名 ,按照 现在 的 标准 或 通用 译 法 重新 翻译 人 名 ,以 求 统 
一 标准 。 

第 五 ,对 全 书 的 版 面 和 开本 重新 进行 了 调整 ,使 其 更 富有 时 代 的 色 
彩 。 

我 们 息 切 期 望 使 用 本 书 的 读者 ,懂得 只 有 通过 个 人 的 独立 思考 ,加 上 
勤学 苦 练 才能 取得 成 功 ， 只 看 不 练 假 把 式 ” ,数学 的 学 习 是 在 个 人 的 独立 
解 题 中 逐步 弄 懂 有 关 的 概念 公式 和 理论 的 ,我 们 编写 本 书 ,就 是 希望 能 


第 四 版 前 言 


对 数学 分 析 课 程 的 学 习 起 到 一 个 抛砖引玉 的 作用 。 读 者 使 用 本 书 最 好 是 
不 要 先 看 题解 ,更 不 要 查抄 解答 和 答案 ,而 是 自己 先 对 照 教 材 中 的 有 关 概 
念 ` 公 式 和 理论 独立 进行 思考 ,必要 时 可 参照 蔬 中 的 提示 、\ 解 题 思 路 或 证 
明 思 路 独立 完成 解 题 ,然后 再 查看 蔬 中 是 怎样 解答 的 ,比较 自己 的 解答 和 
书 中 解答 的 异同 ,从 中 找 出 差距 , 找 出 自己 的 问题 所 在 ,甚至 找 出 书 中 解 
答 的 的 错误 和 不 足 之 处 ,进而 找到 更 为 简洁 的 解答 。 只 有 这 样 才 能 提高 
自己 的 思维 能 力 和 创造 才能 ,任何 削弱 独立 思考 的 做 法 都 是 违背 我 们 出 
版 本 书 的 初衷 的 。 

山东 科学 技术 出 版 社 颜 秀 锦 、 宋 德 万 、 胡 新 欧 等 老 一 代 资 深 编辑 为 本 
书 前 三 版 的 出 版 和 发 行 付出 了 艰 圣 努力 ,责任 编辑 宋 涛 为 本 书 第 四 版 怎 
样 提 高 质量 倾注 了 不 少 心血 ,在 此 我 们 一 并 表示 感谢 。 同 时 感谢 山东 大 
学 、 华 东 交 通 大 学 、 山 东 师 范 大 学 等 兄弟 学 校对 本 书 出 版 的 支持 。 感 谢 社 
会 各 界 同仁 对 本 书 的 支持 。 虽 然 历经 30 余年 的 反复 修订 , 面 对 如 此 庞大 
的 图 书 ,限于 本 人 水 平 , 书 中 难免 有 错误 和 不 当 之 处 , 敬 请 各 位 专家 、 同 仁 
和 广大 读者 批评 指正 ,不 胜 感激 ,并 在 新 版 中 改正 。 


费 定 m 
2012 年 5 月 于 南昌 华东 交通 大 学 


吉米 多 维 奇 (B. IL 了 EMHTOBHJ) 著 《数学 分 析 习 题 集 》 一 书 的 中 
译本 , 自 50 年 代 初 在 我 国 翻译 出 版 以 来 ,引起 了 全 国 各 大 专 院 校 广大 师 
生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数学 分 析 教 学 的 师 生 , 常 以 试 解 该 习题 集中 的 习 
题 ,作为 检验 掌握 数学 分 析 基 本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 二 十 
多 年 来 ,对 我 国 数学 分 析 的 教学 工作 是 其 为 有 益 的 。 

该 书 四 干 多 道 习题 ,数量 多 ,内容 丰 富 , 由浅 入 深 , 部 分 题目 难度 大 。 
涉及 的 内 容 有 六 数 与 极限 ,一 元 因数 微分 学 ,不定 积分 , 定 积分 ,级 数 ,多 
元 函数 微分 学 , 带 参 数 的 积分 以 及 多 重 积分 与 曲线 积分 、 曲 面积 分 等 等 ， 
概括 了 数学 分 析 的 全 部 主题 。 当 前 ,我 国 广大 读者 ,特别 是 衣 于 刻苦 自 学 
的 广大 数学 爱好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勤奋 学 习 的 热潮 中 ,人 迫切 需要 对 一 
些 疑 难 习题 有 一 个 较 明 确 的 回答 。 有 鉴于 此 ,我 们 特约 作者 ,将 全 书 4462 
题 的 所 有 解答 汇 辑 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 书 可 以 作为 高 等 院 校 的 教学 
参考 用 书 ,同时 也 可 作为 广大 读者 在 自学 微 积 分 过 程 中 的 参考 用 书 。 

众所周知 , 原 习 题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 习 题 如 果 认 真 习 作 的 话 ， 
既 可 以 深刻 地 巩固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ,又 可 以 有 效 地 提高 我 们 的 运 
算 能 力 ,特别 是 有 些 难题 还 可 以 追 使 我 们 学 会 综合 分 析 的 思维 方法 。 正 
由 于 这 样 ,我 们 有 段 切 期 望 初学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 刻苦 钻研 , 干 
万 不 要 轻易 查抄 本 书 的 解答 ,因为 任何 削弱 独立 思索 的 作法 ,都 是 违背 我 
们 出 版 此 书 的 本 意 。 何 况 所 作 解 答 并 非 一 定 标准 , 仪 作 参考 而 已 。 如 有 
某 些 误解 、 差 错 也 在 所 难免 ,一 经 发 觉 , 恩 请 指正 ,不 胜 感谢 。 

本 书 蒙 潘 承 润 教授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 郭 大 钧 教授 、 邵 品 
琼 教授 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 的 难度 大 的 题 , 都 是 
BAH 、 邵 品 琼 杀 自 作 的 解答 。 

参加 本 册 审 校 工作 的 还 有 楼 世 拓 、 姚 琦 、 陈 兆 完 同志 。 

参加 编 演 工作 的 还 有 黄 春 朝 同 志 。 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 、 山 东 工 学 院 、 山 东 师 范 学 院 和 
曲 皖 师范 学 院 的 领导 和 同志 们 的 大 力 支 持 , 特 在 此 一 并 致谢 。 


1979 年 于 济南 
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第 一 章 分 析 5l ie 


81. X 数 
1” 数 学 归纳 法 为 了 证 明 某 定理 对 任意 的 正 整 数 为 真 ,只 需 证 明 下 面 两 点 即 可 :(1) 这 定理 对 n==1 
为 真 ,(2) 设 这 定理 对 任何 的 一 个 正 整数 ”为 真 , 则 它 对 下 一 个 正 整数 n+l 也 为 真 . 
2” 分 割 ” 若 分 有 理 数 为 A 和 B 两 类 ,使 其 满足 下 列 条 件 :(1) 两 类 均 非 空 集 ,(2) 每 一 个 有 理 数 必 属 于 
一 类 , 且 仅 属于 一 类 ,(3) 属 于 A 类 (下 类 ) 的 任 一 数 小 于 属于 B 类 (上 类 ) 的 任何 数 , 则 这 样 的 一 个 分 类 法 称 
为 分 割 . C i ) 若 或 是 下 类 A 有 最 大 的 数 ,或 是 上 类 B 有 最 小 的 数 , 则 分 割 A/B 确定 一 个 有 理 数 . (ii ) 若 A 
类 无 最 大 数 ,而 B 类 亦 无 最 小 数 , 则 分 割 A/B 确定 一 个 无 理 数 . 有理数 和 无 理 数 统称 为 实数 *. 
3” 绝 对 值 (或 模 ) 若 z 为 实数 , 则 用 下 列 条 件 所 确定 的 非 负 数 |z| , 称 为 x 的 绝对 值 ( 模 ): 
asm =p x0; 
E xz. 
对 于 任何 的 实数 x 和 y, 以 下 的 不 等 式 成 立 : 
|z| 一 ly| 委 |z 十 y| 委 |zl 十 |y|. 
4 上 确 界 和 下 确 界 B X= {x) 为 实数 的 有 界 集合 , 若 : 
(1) 每 一 个 zEX” 满足 不 等 式 >m; 
(2) 对 于 任何 的 620, FE x EX, 使 x 二 m 十 e, 则 数 m—intf(z)f$ ouf X 的 下 确 界 . 
同样 , 若 : 
(1) 每 一 个 zxEX WETER rM; 
(2) 对 于 任何 的 670, FE 2^ € X fl 2 M— e, WW M— sup (x RARE X 的 上 确 界 . 
若 集合 X 下 方 无 界 , 则 通常 说 inf{z) 一 一 co 
若 集合 X 上 方 无 界 , 则 认为 sup{z)} 一 十 co. 
5” 绝 对 误差 和 相对 误差 设 a (co 天 0) 是 被 测量 的 精确 数值 ,而 zx 是 这 个 量 的 近似 值 , 则 
A7 | x—a| 
称 为 被 测量 的 绝对 误差 ,而 


称 为 被 测量 的 相对 误差. 
若 数 c 的 绝对 误差 不 超过 它 的 第 n 个 有 效 数字 所 对 应 的 位 数 的 单位 的 一 半 , 则 说 z 有 nn 位 精确 的 数字 . 


利用 数学 归纳 法 求证 下 列 等 式 对 任何 正 整 数 n ER: 


【 1 】 1 十 ?十 … 十 mn 一 2 二 1 


证 当 n=1 时 ,等 式 成 立 . 
设 对 于 ”一 上 A〈 正 整数 ) 时 ,等 式 成 立 , 即 


1 十 ?十 … 十 & 一 全 人 ， 


* 以 后 若 没 有 相反 的 附带 说 明 , 数 这 个 字 我 们 将 理解 为 实数 . 
*x 符号 xEX 表 示 Z 属 于 集合 和 . 


则 对 于 ”一 A 十 1 时 ,有 


1-2-- bk QD =É ttl1= + +t EL, 
即 对 于 n— 3-1 时 等 式 也 成 立 . 
于 是 ,由 数学 归纳 法 知 ,对 于 任何 正 整数 ,有 1 十 2 十 … 十 a 一 22 
[2] 1+2 Hn ED ORE D. 
WE “n=l 时 ,等 式 成 立 . 
WE ”一 &A 时 ,等 式 成 立 , 即 P+ pepe o EOCEDORTD. , 则 对 于 n58-I-1 18.38 


=L +D D-60132 €-DLOED31ID2QGEDEU, 


即 对 于 =k 十 1 时 ,等 式 也 成 立 . 
于 是 ,对 于 任何 正 整数 ,有 PHHH =DD, 


[3] 二 2 十 … 十 加 二 (1 十 2 十 … 十 m)?. 
证 n=l 时 ,等 式 成 立 . 
设 n= 上 时 ,等 式 成 立 , 即 二 十 2 十 … 十 司 二 (1 十 2 十 … 十 7, 则 对 于 n= 二 k 十 1 时 ,有 


2 2 
PEP EE EGRE! SOR? HO E debe =E ED aH 


LOHTD'GT2) _ | GT DG )-41] 
4 2 


即 对 于 n=k +1 时 ,等 式 也 成 立 . 

于 是 ,对 于 任何 正 整 数 n, 有 二 十 2 十 … 十 w= 二 (1 十 2 十 … 十 n)?. 

[4] 1 十 2 十 2 十 … 十 2 一 :一 2 一 1. 

证 n=l 时 ,等 式 成 立 . 

设 n==k 时 ,等 式 成 立 , 即 1 十 2 十 2 4-257 —2* — 1, WXE-F. n— 2-1 时 ,有 

1242 +e 2171 4-215 — (2 —1) 4-2! 5251 —1, 

即 对 于 n=k+1 时 ,等 式 也 成 立 . 

于 是 ,对 于 任何 正 整数 zw, 有 1 十 2 十 2 十 … 十 2" —27—1. 

[5] ita"-—a(a—)--[a—(G-—DA]X a? —1,5KiE: 


2 
) 二 [1 十 2 十 … 十 (k 十 1)]， 


(acr b)" = 5 Crama], 
其 中 Cz Eh n ARPER m 个 元 素 的 组 合 数 ,由 此 推出 牛顿 二 项 式 公式 . 
证 4 n=1 if, h Flato] =a+b K Y Cra "6b" 二 a 十 b, 所 以 等 式 成 立 . 
设 "一 A 时 ,等 式 成 立 , 即 加 
(a+b)™ = 5 Craeg a) 


m=0 


则 对 于 n=k+1 时 ,有 
(a4- b) ^*  — (ad- b) (ad-b — kh). (2) 


将 (1) 式 代入 (2) 式 得 


k 
Catb)" = (a--b—kh) X) Craigi 


m=0 


= (a+b— kh) {Q a™ bI +C} a 067 1 9 CE a1 } 

= { (a—kh) +b }C} a I+ ([a— (k—1)h]+(b—h) ) Cl aU pU e {a+ C — kh) } CE a2 9€ 
=Q angie) O aA aC aI .+ Ct a + CE a CO oen 

=Q, a0 u9 4- (C -- CH )aU H ee ECCE?! 4- CD a0 B9 4E CELL aU go 

=Q, att pil 4- CL, aU p c+. 二 Ct, a U2 pP + Ctt} ac poen 


k+1 


= 3 rar-mgm, 

故 由 (a 十 56) 二 » Cra ^ n pr 可 推 得 下 式 成 立 : 
mo 
(arp) etn = 5 Ghaat H= gi 

即 对 于 二 十 1 时 ,等 式 也 成 立 . , 

于 是 ,对 于 任何 正 整 数 ,有 

(a+b)™ = y Cral" gin], (3) 
5 


在 式 子 a"! —a(a—h)--[a— QGQ— DA]rP, 4 h=0, Bp 48 


Vin c 
MECOSUILA COSE LEE SEA SE UH)" — 》) Cra" "bn. 


[61 证 明 伯 努 利 不 等 式 : 
(O3 n2 n)-OGOcTzn)Imlczadarmdasdcaxax. 
式 中 oan en etm, 是 符号 相同 且 大 于 一 1 的 数 . 
证 “n=l 时 ,此 式 取 等 号 . 
设 n 二 kk 时, 不等式 成 立 , 即 
(1 十 zi)(1 十 zz)…(1 十 ze) 之 1 十 zi 十 zz 十 … 十 ze， 
则 对 于 n=k+1 时 ,由 于 x G—1,2, MKF, BEA 12 x70. 因而 ,有 
a+r) A+ arz) (Hr) AH ar) 
zatarte teta a) 
= (14a Har: eeHExudxueadGuiunaadrxmedud«xnurea). 
由 于 cix; Z0. BEDA, 
Atad n2 OTxumbtnozrdcedera 
即 对 于 n=k+1 时 ,不 等 式 也 成 立 . 
于 是 ,对 于 任何 正 整 数 n, 有 
(19-2121 49-2332: (1 十 zx,) 之 1 十 zi 十 zz 十 … 十 工 ,。 
【7 】 证 明 : 若 z> 一 1, 则 不 等 式 (1 十 x)" 宇 1 十 nx (n 这 1) 为 真 , 且 仅 当 z==0 时 ,等 号 成 立 . 
证 ”只 要 在 6 题 的 伯 努 利 不 等 式 中 , 设 zx; 二 x (i 二 1,2,…,n), 即 得 证 
Gta Slt 
M. 6 题 的 证 明 过 程 中 看 出 , 仅 当 z==0 时 ,上 式 才 取 等 号 . 


[51 证 明 不 等 式 : n! (I) o». 
提示 asza (t) 一 (1+z) > (—1,2, 7). 


24-1 


证 sismo») 一 全 >2 一 21, 故 不 等 式 成 立 . 


设 "一 4 时 ,不 等 式 成 立 , 即 il c (E33) , 则 对 于 =A+1 时 ,有 


k+1 


+ k+1 
: k L) i 


+D! «( ) a+p=2(4H 


由 于 (EE2)""-( 


1 
k+1 


GEDE 
m E , 


kt 
) >2 &-12,-25, 


A 


L 


从 而 有 (k+1)! <| 
即 对 于 n=k+1 时 ,不等式 也 成 立 . 
于 是 ,对 于 任何 正 整 数 w 有 al c (221). 


[91 证 明 不 等 式 : 2! .4! (200! D[OQ- DIT. G0. 

WE 4 n=2 时 ,因为 2! * 41 一 48, 及 [(2 十 1) 避 一 36, 所 以 2! 。4! [Q4 DIT , 故 不 等 式 成 立 . 

设 "一 &A 时 ,不 等 式 成 立 , 即 

21 。41 (201! [GT DIY. 
则 对 于 n=k+1 时 ,有 
21 。4! …(2& 十 2)! [GT D! GRT-2)! 一 [CR 十 1) 11*? G2) G-3) 284-2) 
[GT 1) 1] G2)! —[0G2-2) 1]4+1 ， 

即 对 于 n=k +1 时 ,不 等 式 也 成 立 . 于 是 ,由 数学 归纳 法 原理 ,本 题 证 毕 . 


1 2 1 
[10 】 证 明 不 等 式 :地 ton JESRD' 


E “aiI s RERA. 


BE n= RER BU - 


3. 2k—1.— 1 
4 2k "CJ2kkl 


则 对 于 n=k+1 时 ,由 于 
1,3, 2kFl. 1 .2 十 1_V2U 干 1 


2'4 2kF2 ~ /RTT 2kF2  2kF2’ 


故 只 要 证 二 Zl nol BE (2k 十 1) (2k 十 3) 二 (2k 十 2)? ,而 上 述 不 等 式 由 于 


2k-2 ^ /RT 
4k? 十 8k 十 3 二 4k? 十 8k 十 4， 

因而 是 成 立 的 . 于 是 ,最 后 得 
1,3, 2071. 1. 


2 4 2kkà JERFS 
即 对 于 n— 1 时 ,不 等 式 也 成 立 . 于 是 ,由 数学 归纳 法 ,本 题 证 毕 . 

[11] 设 c 为 正 整数 ,而 不 为 整数 的 平方 ,上 且 A/B 为 确定 实数 vec 的 分 割 ,其 中 B 类 包含 所 有 满足 b? 
>c 的 正 有 理 数 5b, 而 A 类 包含 所 有 其 余 的 有 理 数 .求证 ;在 A 类 中 无 最 大 数 , 而 在 B 类 中 无 最 小 数 . 

证 dtaCA. # axo, Jl] RE AA ETE a >ala 250) H. a € A. d RH] i a0 , FE a? c. [BA HI f£ a? —c. 


FU i! cciam Pap Sq UORIUENPICAIE, mcs 由 于 是 正 整 数 ,而 p 与 à UOI HOD a= 
1, 从 而 c— p? c BUE Mo a? c. 下 面 我 们 证 明 , 存 在 正 整 数 ,使 

(4-3) <e, 
于 是 a 二 二 也 属于 A. 


上 述 不 等 式 相当 于 :a 十 私 十 十 <c， tlean MERER T ea MEER 


个 不 等 式 也 自然 能 满足 了 . 


为 此 ,只 ra 
它 的 数 , 故 A 类 中 无 最 大 数 . 
同 法 可 证 B 类 中 无 最 小 数 . 实质 上 ,此 处 分 割 A/B 确定 了 一 个 无 理 数 Vc. 


[12] 确定 数 V2 的 分 割 A/B 用 下 面 的 方法 来 建立 :A 类 包含 所 有 满足 a 二 2 的 有 理 数 a;B 类 包含 
所 有 其 余 的 有 理 数 . 证明: 在 A 类 中 无 最 大 数 , 而 在 B 类 中 无 最 小 数 . 
证 设 a€EA, 即 a 二 2. 下 证 必 可 取 正 整数 ,使 


而 这 是 恒 为 可 能 的 . 因此 ,不论 4 为 A 类 内 怎样 的 数 ,在 A 类 内 总 能 找到 大 于 


3 


(a++) «2. 


事实 上 ,上 式 相当 于 到 Se Logo 车 a<0, 取 n=1 即 可 . 若 a>0, 注 意 到 ”之 1, 即 知 若 取 ?充分 


Xi n 36719601 , 则 上 列 各 式 均 成 立 . 从 而 a-- € A. 故 A 中 无 最 大 数 . 
Fi oe BN P 22, 下 证 不 可 能 有 忆 一 2. 事 实 上 , 若 久 一 2, 设 6 一刀, 与 9 为 互 素 的 正 整数 ， 则 万 一 


2,p! —2q' ,从 而 p^ 为 偶数 ,因此 p 必 为 偶数 :p 二 2r,r 为 正 整 数 .由 于 pp 与 9 是 互 素 的 , 故 9 必 为 奇数 ,从 而 
gq 也 为 奇数 .但 gq 二 47, 故 gq 又 必 是 偶数 ,因此 矛盾 .由 此 可 知 必 有 上 久之 2. 仿 前 面 的 证 明 , 可 取 正 整数 ”， 


使 (一 十 ) >2, 从 而 4 一 二 E 也 由 此 可 知 也 类 中 无 最 小 数 . 实质 上 ,此 处 分 割 A/B 确定 了 一 个 无 理 数 YZ. 


[13] 作出 适当 的 分 割 , 然 后 证 明 等 式 : 

(1)VZ 十 V8 一 Vi18， (2)V2 V3 一 V6. 

证 (1) 作 确定 V2 的 分 割 A/B: 一 切 有 理 数 asco 以 及 满足 a^ —2 的 正 有 理 数 a 都 归于 A 类 ,一 切 满足 
5! 722 的 正 有 理 数 5 归 入 B 类 .又 作 确定 V8 的 分 割 A'/B': 一 切 有 理 数 a «0 以 及 满足 a 一 8 的 正 有 理 数 a 
HA A' 类 ,一 切 满足 6 二 8 WEAK b A B' 类 .我 们 知道 ,根据 实数 加 法 的 定义 ,满足 不 等 式 ，: 

a+a' 二 c<6b 十 5 (对 任何 a€ A.b€ B.a EA’, b EB) 

的 唯一 实数 c 就 是 V2 十 V8. 因此 ,如 果 我 们 能 证 明 恒 有 (a 十 a )? 二 18( 当 a 十 a’ 770 Rt), Ho) 7218, WA a 
十 a « M18 «bU. FÆI /18—c—42 十 V8. 

di atad >0, W a 5 a^ 中 至 少 有 一 个 为 正 , 从 而 由 aa? —16 All aa! —4, 

Cata’)? =a? +a”? 十 2aa' 一 2 十 8 十 8 一 18; 
同样 , 因 0^ 2.5 8.0720. 250, fi 0b? 7216,05 4, 
OHL)? — b! d-b' * --2bb752--84-8—18. 

于 是 证 毕 . 

(2) 作 确定 V2 的 分割 A/B 如 (1) 中 所 示 ,再 作 确定 V3 的 分 割 Ai/B; :一 切 有 理 数 a0 以 及 满足 a? 二 3 
的 正 有 理 数 a 归 入 A 类 ,一切 满 足 013 的 正 有 理 数 b 归 入 B 类 ,根据 实数 乘法 的 定义 ,满足 

aa,-c bb AHEM a€ A, a>0,a, EA; a >0,EB,OEBI) 

的 ( 正 ) 实 数 c 存在 唯一 , 它 就 是 /2 - 3. 18h F4 aE A,a>0,a, €A a1 >0 Hf Caai 2? — 6, M 4 bE B, b 
€ B, Hf, bb)’ 76 ,BCTECEE aai <V6<bbi. H HETA 6 =c =V2 * 43. WEHE. 

[14 1 建立 确定 数 2 的 分 割 . 

解 ” 先 作 分 割 A/B ,使 之 确定 数 V2. 

其 次 , 作 分 割 A/B, 其 中 A 类 包含 全 体 负 有 理 数 、 零 以 及 满足 下 述 条 件 的 正 有 理 数 a: 


In T Cq ERAF A WA a <2 ;而 其 余 的 正 有 理 数 归 入 B 类 . 


这 样 的 分 割 A/B 就 确定 数 2^ . 
[15 】 求证 :任何 非 空 且 下 方 有 界 的 数 集 有 下 确 界 ,而 任何 非 空 且 上 方 有 界 的 数 集 有 上 确 界 . 


证 VOR CRUS HEAR ied SETS 


M, 均 有 a 三 M, 故 a 为 A 的 上 确 界 . 


(2)A 中 无 最 大 数 . 此 时 , 作 分 割 A1/Bi : 取 集 A 的 一 切 上 界 归 和 Bs 类 ,而 其 余 的 数 归 入 A 类 . 这 样 ,A 
中 一 切 数 全 部 落 在 A; 内 ,Ai 及 A 均 非 空 , 且 Ai 中 的 数 小 于 Bs 中 的 数 , 这 确实 是 一 个 实数 分 割 , 易 知 由 此 
分 割 所 产生 的 实数 8 是 B. 类 中 的 最 小 数 , 即 8 是 A 的 最 小 上 界 ,从 而 8 是 A 的 上 确 界 . 

[16 1 证 明 :一 切 有 理 真 分 数 艺 GEB m X n 为 正 整 数 , 且 0 二 m 二 n) 的 集合 无 最 小 及 最 大 的 元 素 . 
并 求 这 个 集合 的 上 确 界 及 下 确 界 . l 


证 A i 


nileEBU il^ y" e pL nU P up E PEERK HG RII BA 


supE—]1l, infE=0. 
[171 有 理 数 -满足 不 等 式 一 二 2. 求 这 些 有 理 数 > 所 成 集合 的 下 确 界 和 上 确 界 . 
解 JH EGRÜUG USE r< 的 有 理 数 r 所 成 的 集合 .我 们 知道 ,分 割 A/B 确定 无 理 数 V2 ,这 里 A d 
一 切 非 正 有 理 数 以 及 满足 r* 一 2 的 正 有 理 数 > 所 成 的 类 ,B 表 其 余 有 理 数 构成 的 类 ,并 且 已 证 A 中 无 最 大 
数 , 于 是 
supE— supA—J2. 
同样 ,分割 A' / B' ERMAN ,这 里 B' 表 由 所 有 非 负 有 理 数 以 及 满足 一 王 2 RUSUE GENE r HIRAK, A’ 
表 其 余 有 理 数 构成 的 类 ,并且 B PERNA. 于 是 ,显然 有 
infE— infB' = —2. 
[18 】 设 { 一 x} 为 数 的 集合 ,这 些 数 是 与 zxE {zx} 符号 相反 的 数 .证 明 等 式 : 
(Dinf( —r)-—-—supír); (2supí—r)--inf(x). 
证 DH inf( 2) —m WA: 
(|) 当 一 zx€ {r)i}, =r >m; (ii) 对 于 任何 的 正 数 se, 存在 有 一 zE {一 +) ,使 一 x <<m e. 
由 ( i) 及 (ii ) 推 得 : 
HH z€ {x} 时 ,Xx 志 一 m ; (iV) 对 于 任何 的 正 数 e, 存 在 有 x € (x) r — m e. 
由 (出) 及 (jv ) 知 数 一 m’ =sup{x}, B m =— sup {x) ,所 以 ,inf{ 一 x+} 二 一 sup {zx}. 
(2) 设 sup{ 一 x} 一 M , 则 有 : 
(CV) 当 一 zE{ 一 z) 时 ,一 zx 和 M; (Vi) 对 于 任何 的 正 数 e, 存 在 有 一 x € (72x) fl — a >M e. 
由 (Vv ) 及 (Vi ) 推 得 : 
VDK z€ {zx} 时 ,zx 宇 一 M ; (Vi) 对 于 任何 的 正 数 e, 存 在 有 x € {xz}), 使 xz 二 一 M +e. 
由 CV) 及 (OV) 知 数 一 M =inf {x}, BI M =— inf (iz ,所 以 ,sup{ 一 z) 一 一 inf{(z). 
[19 ] (xc y) BUB xy 这 些 和 的 集合 ,其 中 xE (r) K yE {y} EWEFA: 
C(Dinf(x4d- y) —inf(x)-inf(y); (2)sup{xrt y}=sup{z}+sup{y}. 
证 (DH inf(z)—m inf(y) 7m; WA : 
CIDH rE (x) yE Cy) E xm , y>m 
Ci 对 于 任何 的 正 数 FEAR a E (y Ey) Ea mob. y «m$. 
由 ( i) 及 (ii ) 推 得 : 
(出) 当 z 十 yE {zz 十 y} 时 (其 中 rE lr} yE y) ,Zz 十 y 宇 mi 十 m2 ; 


(iv ) 对 于 任何 的 正 数 e, 存 在 有 x 十 YE (xy) PrE {rz)yy € Cy) Mii x! Hy — On mj) 9e. 
由 (出) 及 (Civ O RIDE m +m — inf {x 十 y}, 即 inf (à y ) — inf {zx} 十 inf { y). 
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(2) 同 法 可 证 sup{x 十 y} 二 sup {ZX} 十 sup{y}. 

[20] 设 {zy} 为 所 有 <zy 乘积 的 集合 ,其 中 zE {xz} 及 yE€ {y}, H >20 及 y 宇 0. ERER: 

(1)inf{zy}=inf{z}inf{y}; (2)sup{z}sup{y}=sup{zy}. 

证 (D inf(xr)—m , inf{y}=m, AFEA 20,20. 故 必 mi Z0, m>0. FE, 

CIO rE {x}, yE (y) 2m Z0, yzm Z0; 

Ci ) 对 任何 的 正 数 s, 存 在 有 数 rz € (n) y € {y} ,使 Oa mi Fe, 0<y <m t e. 
ii oci sd: 

HH zy€ (zy) ,其 中 rE Gc) yE {y} ry>mm; 

(jv ) 对 于 任何 的 正 数 e, 存 在 有 zy E (Gy) P rE Gy € Gr) fil 

Oca! y! Gn de) (mtte) =m m +e, 

其 中 6 = Om 十 m2)e 十 e?. 

由 (而 ) 及 (iV ) 知 数 m m: — inf {xy}, B inf (zy ) — inf (r) inf {y}. 

(2) 同 法 可 证 sup (zy ) =sup {x }sup{y)}. 

[21 】 求证 不 等 式 : 


lz=yl>|lz|- lvl ; O[xndeMnizmix|-—-Gml4-eT1x |). 
证 (DH Iz—»| 7 |zC€-31|21Izl—1—»l21z|—lx»l: 

及 [a9 | m 1g] 28 | l (zl 一 |y|)， 

即 得 


Iz-»12 | Il — Dol [. 
4, n] A FUE: h | xy | Sry All x! —2xy- y! 225 —2|xy| t y! JU (zx 一 y)? 宇 (|z| 一 |y|)?, 开 方 即 得 


Iz-»Iz | |z|- lvl 
(2) | x«-m tetilla lart tals 
而 [xi mdjs|an|-c | xo d- m, | n | ud | zn | R 
BEI. | anm 9] n] — Em D En [9- 


解 不 等 式 : 

[22] |x-*1|-«0.01. 

解 ”由 |z 十 1| 到 0.01 418 —0.01- x4-1-—0. 01, FE EA, — 1. 01 x— — 0. 99. 
[231 |--2|2z10. 

解 dcx—2|210 推 得 x—2210 或 x 一 2 过 一 10, 所 以 ,z 之 12 或 x«— 8. 
[24] |z|>|z+1|. 


解 ” 两 边 平方 , 即 得 之 之 (z 十 1)? 或 22-10, THE H e L. 
[25 ] 2z—i|« |[z—1]. 


解 ” 两 边 平方 , 即 得 (2zx 一 1)? 二 (zx 一 1)? 或 3 心 一 2z<0, 解 之 ,得 omae. 


[26] |z 十 2| 十 |z 一 2| 委 12. 

提示 4 20—2—10,5 18 — 8A A x|«6. 

解 S xr—2—1,948 | tz -4 | - | e| A2 R |t+4|<12- | t. 

两 边 平方 , 即 有 十 8t 十 16 过 144 一 24|t| 十 ,或 3|t| 志 16 一 t. 

将 上 式 两 端 再 平方 ,化 简 整 理 得 过 十 4 一 32 委 0, 于 是 ,有 一 8 委 才 4. 从 而 得 一 8s 委 z 一 2 委 4, 即 
—6xir«6 或 |z|<6. 

[271 |zt2] = |z| 5> 


解 1 十 |z| 雪 |z 十 2|, EIE PEROEZ; «fef fa 2| x | «4-3. 再 平方 之 ,化 简 得 4x^ -8x- 370. 
于 是 ,有 z»— 3 或 xz< 一 子 . 
后 者 不 适合 ,所 以 ,zx 一方. 

E21 | 1z+11 一 |z-11|<1. 

提示 两 端 平方 ,化 简 即 得 | 工 | 一 了 

解 ” 两 端 平方 ,化 简 得 之 十 去 <<| 也 一 1| Bg 

1> + 或 i<- (a6). 

WISI RITE BEDA 1<- (a!) B t FR II. 

[291 |z1—2)|-«0.05. 


解 由 |z 一 x <54 am !—xt360 5> 或 r’ -1-504 


5— V30 5+ V30 
jj 5935 
beu — me 
— 4/30 5 一 V20 5 十 sie + /30 


[30 ] EET EA 

E (RD) MED ggal agal 

[31] 当 测量 长 度 10cm 时 ,绝对 误差 为 0. 5mm; 当 测量 距离 500km 时 ,绝对 误差 等 于 200m. 哪 种 测 
量 较为 精确 ? 


解 用 相对 误差 = [进行 比较 ， ,其 中 a 为 被 测量 的 精确 值 ,而 A 是 绝对 误差 . 


mM 


对 于 前 者 6 二 二 0.5%; 对 于 后 者 , 0— 二 0.04%. 


oA 
[32 ] iis z—2.3752 的 相对 误差 为 1%% , 试 求 此 数 包 含 若 干 位 精确 数字 ? 


解 因为 2. 3752 "o 


因而 ,此 数 包 含 两 位 精确 数字 . 
[33] 数 z 一 12.125 包含 三 位 精确 数字 . 试 求 此 数 的 相对 误差 ? 
解 ” 因 为 x 包含 三 位 精确 数字 ,所 以 A<. 05. 于 是 得 相对 误差 


0.05 
0 一 PS 12; <0- 4296 


ox 1000 


三 0.01, 所 以 A—0. 023752. 


即 à—0. 42%. 
[34 ] 矩形 的 边 长 等 于 : 
工 二 2. 50cm 士 0.0lcem，  y-—4.00cmd-0. 02cm. 
这 个 矩形 的 面积 S 界 于 什么 范围 内 ? 当 其 边 长 取 平 均值 时 ,矩形 面积 的 绝对 误差 A 和 相对 误差 6 是 多 少 ? 
解 Su 一 (2.50 一 0.01)(4. 00—0. 02) —9. 9102(cm2 ) ， 
Smax = (2. 504-0. 01) (4. 004-0. 02)=10. 0902( cm?) , 


Siu EOS ua 5 Sx =2. 50X4. 00—10Ccm?), 
41—10.0902—10—0.0902(cm*), | A;—10—9. 9102—0. 0898(cmz2 ) ; 


0. 0902 
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[35] 物体 的 质量 P= 二 12. 59g 士 0. 01g, 其 体积 V==3. 2cm? +0. 2em? . 车 对 物体 的 质量 和 体积 都 取 其 
平均 值 , 试 求 物体 的 密度 ,并 估计 密度 的 绝对 误差 和 相对 误差 . 


go 密度 C— ET gem 一 3. 93g/cm*. 


Amax(Ai ,A;) —0. 0902Ccm?) ， 6= 各 < «0. 9154. 


Cas a 12-80 g/cm =4. 20g/cm’ EI Cus = g/cm 一 3. 70g/cm? E CaL cd Cis , 


Ai 一 Cn 一 C 王 0. 27g/cm?, Az =C— Cmn —0.23g/cm'; AKmaxlA;ı .A;) —0. 27g/cm? ; 


一 般 地 ,密度 为 (3. 930. 27) g/ em! ; 8<P TET S 


[36] * MÆ r—7.2m-c0.1m. 若 取 x 二 3.14, 则 求 出 的 圆 面积 和 最 小 相对 误差 是 多 少 ? 
解 ” 圆 面积 A 二 xX7.2: 守 51. 84x( m?) 
Ai 一 r(7. 22-0. 1)* —m * 7. 2? — 1. 45m. 
A= |x(.2—0. D? —z * 7. 2? | =1. 43x. 
Axtmax(A, ,A;) —1. 45x (m? ) 
即 一 般 的 圆 面积 A 为 (51. 843: 1. 45) xC m^) , 故 


1. 45x 


<ET 4n 


<2. 80%. 


[37 】 已 测 得 长 方 体 各 边 长 为 
Z 一 24. 7m 士 0.2m;  y-—6.5md0.1m; >z 一 1. 2m 士 0. lm. 
此 长 方 体 的 体积 V 界 于 什么 范围 内 ? 若 测量 的 各 结果 都 取 其 平均 值 , 则 所 求 出 的 体积 可 能 有 的 绝对 误差 
和 相对 误差 是 多 少 ? 
解 24.5X6.4X1.1xCV «224. 9X 6. 6 1. 3 即 172. 480m? CV «:213. 642m*. 
当 xz,y,z 均 取 平 均值 时 ， 
V=24.7X6.5X1.2=192. 660(m’). 
4A 7213. 642—192. 660— 20. 982(m’)， 
A: =192. 660—172. 480— 20. 180(m?). 


20. 982 
172. 480 


[38 ] 测量 正方 形 的 边 长 z, 此 处 2m<z<3m, 应 有 多 小 的 绝对 误差 ,才能 使 此 正方 形 面积 有 可 能 精 
确 到 0. 001m? ? 
解 ” 按 题 设 我 们 有 <r’ —4-0.001 或 0-9— r’ —0. 001,f8 Z 18 
2.99983-—x-—3 或 2-« r- 2.00024. 


于 是 ,A 委 20. 982(m*) ; 0x 2212. 2%. 


因此 ,A 取 二 者 中 误差 较 小 者 , 即 
AXO. 00017(m) —0. 17( mm), 
故 当 边 长 zx 的 绝对 误差 不 超过 0. 17mm 时 ,就 能 使 此 正方 形 的 面积 精确 到 0. 001m". 
[39 ] 假定 矩形 每 边 的 长 皆 不 超过 10m, 为 了 使 根据 测量 所 计算 出 来 的 面积 与 原 面积 之 差 不 超 过 0. 01m , 
问 测量 和 矩形 的 边 z 与 y 时 ,许可 的 绝对 误差 A 的 值 多 大 …? 
解 ” 按 题 设 我 们 有 (zx 十 A)(y 十 A) 一 zy 二 0.01, Bl A o- Cro 32A. 01, 


* 题 号 右上 角 带 “十 ”号 表示 题解 答案 与 原 习 题 集 中 译本 所 附 答案 不 一 致 ,以 后 不 再 说 明 . 中 译本 基本 是 按 俄 文 第 二 
版 翻译 的 . 俄 文 第 二 版 中 有 一 些 错 误 已 在 俄 文 第 三 版 中 改正 . 


由 于 z 委 10 及 y 委 10, 所 以 只 要 A* 3-20AxC0. 01 或 A^2-20A— 0. 01«C0 即 可 . 解 之 ,得 
iai 2 
A« 204- m 3-0. 04 = 19420. 00099 


—0. 000499— 0. 0005(m). 


=) 此 题 假 设 工 ,y 有 相等 的 绝对 误差 .又 原著 上 为 “0. 01m?" , 而 误 译 为 “0. 01cm? ". 
[40] 设 6(z) 及 6(y) 为 数 工 和 yy 的 相对 误差 ,8Cz,y) 为 数 zy 的 相对 误差 .求证 : 
SCzy) 委 SCz) 十 8(y) 十 SCz)5Cy). 
提示 。 由 绝对 误差 与 相对 误差 的 定义 ,命题 即 获 证 . 
证 Wb r—actAsy-btA, 其 中 a 及 4b。 分别 是 zx 及 y 的 精确 值 ,A 及 A, 是 绝对 误差 , 则 有 
xy—ab=bA, ta4, +4: * 4;. 


TR. 
A= |xy—ab| x |b| * A+ |a| * A, A. * A. 
最 后 得 
A A A A A 
———— xL € 一 ， 
mT TT Tel Tar" T2] 
此 即 9Czy) 生 SCz) 十 SCy) 十 SCz)6Cy). 


$82. 数列 理论 


1” 数 列 极限 的 概念 ” 若 对 于 任何 的 e>0, 存 在 数 N= NCO , [E24 n>N 时 ， 
| z,—a | <e, 
则 称 数列 zi ,zs，,… ,zx,，"… 有 极限 a (或 者 说 ,收敛 于 a), 亦 即 
an 
ERI lima, —0 JUR x. 为 无 穷 小 量 . 
没有 极限 的 数列 , 称 为 发 散 的 . 
2” 极 限 存在 的 准则 
DË y, mmm, E lim y, — limz, =c, M limz, =c, 
(2) 单 调 而 且 有 界 的 数列 有 极限 . 
(3) 柯 西 准则 数列 (x, } 的 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任何 的 e 二 0, 存 在 数 N= 二 N(e) ,使 当 n 二 
N 和 p>0 时 , | £n 一 z+ | <e. 
3” 关 于 数列 极限 的 基本 定理 设 limz, 和 limy, 存在 , 则 有 : 
(OE x my. ; 则 limz, < limy, ; 
ui adl EE a 


C3) lim (tryna) = limz, limy, ; 


lim zx» 
CD Tim y, #0, lim t= e 
4 数 e 数列 
(2L) mG-12,-5 
具有 有 限 的 极限 


lim (1 十 上 二) 一 e 一 2.7182818284… 
n 


noo 


5” 无 穷 极 限 符号 


10 — 


lima, — oo 
表示 :对 于 任何 的 EF 二 0, 存 在 数 N— NCE) fi 24 n>N 时 ,| x, | E. 
6 RA ECAR x, (n 二 1,2,…) 有 子 数列 
Ey, adig, ita an (1X pi <p: <) 
满足 
lima, c 
则 称 数 & (或 符号 ce) 为 已 知 数列 rz,(z 一 1,2,…) 的 聚 点 ( 聚 点 也 称 为 极限 点 ). 
一 切 有 界 的 数列 至 少 有 一 个 有 限 的 聚 点 ( 波 尔 查 诺 一 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 原理 ). 若 这 个 聚 点 是 唯一 的 , 则 
它 即 为 已 知 数列 的 有 限 极限 . 


数列 x, 的 最 小 聚 点 (有 限 的 或 无 穷 的 ) lime, 称 为 此 数列 的 下 极限 ,而 它 的 最 大 聚 点 limz 称 为 此 数列 


i EA. 
等 式 limz, 一 limz， 为 数列 z, 的 (有 限 或 无 穷 ) 极 限 存在 的 充分 必要 条 件 . 


【41 】 Ez =- (n—1,2, 7). EB] ; limz, — 1, BI ET £E— 4 £8 GE B s 之 0, 求 出 数 N= 二 N(e), 使 


1824 n>N 时, | z, —1| <e. 


HORA: 
| | -| | | 
1 1 1 
aaia E mel. PHA 
证 | 名 一 4| arp 任 给 0, 要 | z， 1| Ce RE o ene. 即 只 要 n — IL. 


可 取 N=NCo=| + |w n>N 时 ， | z, —1| <e, BEUL, lima, —1. 


Qa, =, (2 = (3)z, —; (a, =(—1)" * 0. 999", 


2n — 
"ESL p 
对 于 任何 的 0, 求 出 数 N= N(e), 使 得 当 n>N if, ES | 二 se; 从 而 证 明 :x, (1,2, 为 无 穷 小 量 ( 就 
是 说 , 它 的 极限 值 为 0). 


对 应 着 上 面 四 种 情形 , 填 下 表 : 


*) 
E ial 一 过. 任 给 se>0， S |, | e RE ne BERE vL. N= [+] , 则 当 n>N Bf. 


| z, | 二 e, 所 以 ,limz; 二 0. 


C0 | we | 二 | REÉ-—6eHRE nN [Z | wx 
元 "十 1 “元 n E E 
n2» NES , | x, | <e, BEDA , lima, —0. 


(3) |z | =<. EM 670,88 | z | <e RE 1 <e, BI RUE n>1+log: Tae [e 二 |+1， 


ga E 


W4 n>N 时, | x, | <e, BEDA, lima, —0. 


Ll 


(4) | x, | 70.999". 4E £0, | x, | <e, RE nlg0. 999— 1ge. 由 于 1g0. 999—0, 故 只 V n> 120. 995 "m 


2500lg + . 取 N= | 25001g laus n>N if, || <e, BEL. ina, =0. 
填 下 表 : 


+) 或 取 N21. 以 下 各 题 类 似 , 不 再 一 一 说 明 . 


x) 查 四 位 数学 用 表 所 得 的 数据 . 
[43 ] 证 明 :数列 
(Dx, — C72, (Q2)x, —2* ,(3) x, —lg(lgn) (222) 

当 zx~ce 时 ,有 无 穷 极 限 ( 即 成 为 无 穷 大 ), 即 :对 任意 的 E 0 oR CN — NOE) ,使 得 当 n>N Bt, |x, | E. 
对 应 着 上 面 的 每 一 种 情形 , 填 下 表 : 


证 A) | z, | =n, 4E E>0,¥ |z, | >E, RE n>E. 取 N=[E], m 3 n>N 时 ， | zx, | >E, BEA, 


limz, = co. 


n-eoo 


(2) |z, | 22^ 4£4& E20, | z, | >E, RE 2 E. MR Uus n> (Er). 取 N= [ (85) ], 则 当 
n>N 时 ,|z, | >E, i VA lima, — oo. 

(3)34 12210 If dlgn1 及 lg(lgm 70. 任 给 E>0, 要 |z, | >E, RE lg Clg) >E, BI ELE 100^. H 
N— [10995], W4 n>N if, | x, | E. BEDA s lima, — oo. 

填 下 表 : 


10000 ) 


[44 ] 求证 :zx 二 n(n 二 1,2,…) 无 界 , 但 当 n->coo 时 , 它 并 不 成 为 无 穷 大 . 
2k, n—92k, 
提示 只 要 注意 到 当 上 为 正 整 数 时 ,有 r,e—n U—4 1 
2k—1' n—2k—1, 
命题 即 获 证 . 
2h, n 二 2k,k 为 正 整 数 ， 
证 因为 =n" = | 
py n=2k— l1, 
所 以 1L > Za- 0 (ko). 由 于 X269, [74 Zn 无 界 ; 但 因 Xa-i-7*0, [74 X, 并 不 趋 于 无 穷 大 . 
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[45 〗 用 不 等 式 表 述 下 列 命题 : 


(Dlimz,=o0; (2)limz,=—00; (3)limr, =+. 


解 〈1) 对 于 任 给 的 正 数 E FEER% No NOD) [24 n>N 时 ,| zx, | >E, E lima, — oo. 
(2) 对 于 任 给 的 正 数 E XE E IE SEN — NCOED , [24 n>N Bf ox, — EJ Bllima, — — 


n= 


(3) 对 于 任 给 的 正 数 E, FEER N=NE), [824 n>N hf, >E, Je Bp lim z, = Too. 
设 ”遍历 正 整 数列 , 求 下 列 各 式 之 值 : 


... 10000n 
mE 5t 
SR dim m lim 19000 — , 
n N geo 


[47 ] lim( VnF 1 —n). 


. «CO nt1—5)/n 1/2). ,. 1 
lim C Vn 二 1 )=1 =i] =0. 
.ey EET a eati a 
, / ri sinn! 
[43 1 lim. 3, - 
3 Z 3 7 » 
s s o EE Jl slim TE B o, 
— 2)" +3" 
[ 49 J lim— 2)"1--3^"*1* 
Zya 1,1 
S lim 2X E. 3) ey od 
TM 2) 71-3"! EE [Y 44 3 . 
3 
1 十 ca 十 az +- +a" 
EE let Ce lt E, 
1—a"! 
S lim 1 十 a 十 a 十 … 十 a” ne fite lw Amh 
na I FbFE F Fo lb 1—a 
1—5 
EM n—1 
[513 lim(ztz 4). 
" 1 2 WY mn Gr—lm.1 
解 lim( 示 十 二 十 … 十 5) 一 lm 5 一 可 
DSA ami 
[52] lim| 2 E Lun uU ELI 2). 
n--oo n n n n 
提示 4304 n—2k 及 7 一 2 十 1(R 为 正 整数 ), 易 知 极限 不 存在 . 
解 ” 当 ”一 2 时 (AR 为 正 整数 )， 
下 和 
a w n ta 2k 2k 2k 2k 2k ga 
M n=2k+1, 
E E. (Din 1 2 3 NE Lm zc L 
Wo ww Ty RHI ZRKl ZRFl " 2&kT1 2kFl 2" 


UN dd 2 十 3 一 … 十 全 也 一 ?| 不 存在 . 


n= 


解 lim[ 5 E, t Un D J- imf . De 0 1- 1. 


[53] lim[ 4 +5 ON eg 


ssa) 7t 6 


n= 


[s4 ] lim[ 1. +5 Lpa 


提示 全 fwi DE 
利用 53 题 的 结果 即 获 


(in D E 


2 2 — 2 
, 先 证 +4 tet 1) =8f(2n)—4 f(n). 


pepi 
8. 


Y ]? | 
解 o Bf 


lim 


ne 


e DE ,由 53 题 即 得 


È (x pea Gn D |" tim 8f 20 -4f001— 5. 


HG Afm +++ nd A go)-0Rlcdeteuu 
易 证 /(m) go) 41-2911. 4 利用 58 题 的 结果 即 获 解 . 
ee TAE us = 
解 设 fu—I ER ao 1+4 F ta 
mul 
则 有 2f/(i--D—gGD— fG0--1. X HB 2fi--D— fGD— fG04- 一 g(z) 十 1, 故 
CD 一 5(OD 十 1 一 22 
mün H= 2t fia tT E , 故 得 lim (ptit tet). 
x) 参看 58 题 . 
[56] ii | zm] 
v LI-«2 2.8 nij 
1 )po 3o i d NEN. MORS. 
M 1.3—1—353.3 2 3'"' kal w zi 
ANS M 
mre n "EL 
: 1 1 1 . 1 
AEE E TE zur] lim(1——)71. 
[57] limQ2 * 2 - 2/2). 


解 由 于 J2 * 


故 limQ/2 «42 « 42 


nco 


证 明 下 列 等 式 : 


[58 ] lim 7; —0. 


m n 2 
提示 << 


证 因为 2" 一 (1 十 1)”" 


[59 】 lim% =0. 
n--cont | 
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2 AX li 
1 e 


(Idee) [ 5&8] 
42 a 49 1D =2 2 2 g 2" —9 1-4 


[p 
2 zi 
. e e 2/2) = lim2 E 4-3 


nea 


(122). 


一 1 十 n HH Es +1> D (2), 


—0, 所 以 ,lm 于 一 


提示 0< — | (nz3) 

n! n 
; B o3 E do45 uqdcswurs 
证 因为 0 和 一 2 „Sn 及 lim 0, 所 以 , limy —0. 


n* 
[60 ] lim —0 (a1). 


n-o50 


jas 2 
提示 qr EG D (n222). 分 别 就 kL0,k=1 A k>0 加 以 证 明 ， 


证 令 a—1-4A (二 0)， 


则 一 (1 十 D" 一 1 十 内 十 2 D us pan 


n! (a —1)? 


M 22H, WS KB ar at A 


分 三 种 情况 
k 
(M k<0 时 ,这 时 显然 有 lim 志 一 lim IL 一 0. 


k 
(2)3 k=1 f, 0< — c p-— 0, 所 以 ,lim 二 一 0; 
a a n'(a—1) foo 区 


n 


Cat )" 


k k k 
(3)34 k>0 时 ,和 一 | ] ,而 法 之 1, 于 是 由 (2) 知 ,一 对“_>0, 所 以 ,lim 严 一 0. 
Q CaF )^ n= 


k 
AZM a LH, lim =0. 


[611 lim, —o. 


n-ooH ! 


提示 «lap? 
证 * LRREN- EAT Ho] BIER 则 当 n>k 时 ,有 


- (la. lal. sadi ERU. el al) pity elab* 


k ktl k4-2 2r 


由 于 lim alant. 三 0, 所 以 ， lime =0. 


mi co 


[62 ] limng" 一 0, 若 |dg| 到 1. 

提示 “分别 就 0-q-—1,—1-q-0 及 q—0 加 以 证 明 . 

证 (0D 0<go<1 时 ,可 令 q-l- 3th a1, 所 以 ， 当 ”co 时 ,md 一 cma 

(2) 当 一 1<g<0 时 ,可 令 q— —a' ,其 中 0<g 过 1, 所 以 , 当 ee 
(3) 当 g=0 时 ,nd 一 

aZ, | al <1 E}, limna" = 

*) 利用 60 题 的 结果 . 

[63 】 lim Ya —1 (4270). 

fm ”分别 就 4 二 1,4a 之 1 及 0 二 a 二 1 三 种 情形 加 以 证 明 . 

证 (1) 当 a=1 时 ,等 式 显 然 成 立 ; 

(2224 a> ARAH) >l +n (271,627 0) DU] 24 充分 大 后 ,可 使 1 十 ne 之 a, 即 (1 十 e)" 之 a. 事实 


上 ,只 要 取 N 一 [4], 当 w>N 时 ,就 可 保证 这 点 .所 以 ,1< 委 之 1+e, 于 是 , 当 


Ja —1 | <e, lE 
BJ limya —1; 


(3)34 0<a<1 时 , 则 令 a- 


a 


总 之 , 当 a70 Hf. limya —1. 
[64 】 lim ge — o ta) 


提示 “利用 60 题 的 不 等 式 , 先 证 0-1. 
n 


证 先 证 lim Yn 一 1. 事 实 上 , 令 a, —Vn , 则 a 71. 由 60 题 前 半 部 分 的 推导 知 
a1» (a, — D, 即 s Qn —10*, 
由 此 可 知 o 17d lim Jn —1 成 立 . 
ZU oer 


现任 给 £0. A a1 (a2 D , 故 存在 N— NCGO , f 24 n>N 时 , 恒 有 Vn 二 a: s BERT AE (OI ND. 


Dg 


0c —7— «e. 


[54 lim 88^ — o, 


[65 ] lim Jn — 1. 
WE 在 64 题 的 证 明 过 程 中 已 证 . 


[66 ] lin ~ 


no0 n! 


=0. 


证 ”由 数学 归纳 法 易 证 nl! 之 E ; Jil 0. 


A Vn 
【67 】 当 充 分 大 时 ,下 列 各 组 表达 式 中 哪个 更 大 些 ? 
(1)100n--200 3Ẹ 0. 012^; (2)2" Rn; (3)1000" 或 n1. 


100n-4- 200 
0. Oln? 


,又 因 lim2* 7-0, ELA im — 


证 (1) 因 为 lim —0, 所 以 ， 当 nn TEARS. 0. 01n? ££ 100n4- 200 大 些 . 


二 0”, 所 以 , 当 n 充 分 大 时 ,2" £n 大 些 . 


1000" 


DAX lim= T —0* FE, 4 n 充分 大 时 ,n! 较 1000" 大 些 . 


*) 利用 60 题 的 结果 . 
**) 利用 61 题 的 结果 . 


【68 】 iE; lim( 7 e Z1) = 


提示 利用 10 34 65 45 A. Ac iB 7E RU. 


证 “因为 0 到 . 51-1 


2n "- UR im 770, BEBL lim (77 , E EET. 
*) 利用 10 题 的 结果 . 
[69 1 证 明 :数列 二 (1 十 十) (n=1,2,…) 是 单调 增加 的 , 且 上 方 有 界 .而 数列 wy = (oe) ” 
Cn 二 1,2,…) 是 单调 减少 的 , 且 下 方 有 界 . 由 此 推出 这 些 数列 有 公共 的 极限 ， 
imi) time L) =e 


证 明 思 路 “首先 ,将 忆 = (1 十 二 ) 展开 ,可 得 


1 1 2 =] 
tapi pea, 

3 ee 上 式 的 项 数 增多 ， rie du n ok 故 知 数列 Z,(n 二 1,2,…) 单 调 增 加 . 由 上 式 ， 

利用 一 a 3 p (DOE zu 2b Lt pe LEE 即 数列 n 上方 有 界 . 


其 次 ,由 


n? * _ 1 
Fd [bu i 1 
即 易 推出 yi y, , 故 知 数列 y, (za 一 1,2,…) 单 调 减少 .又 显然 可 知 HM T Yn 
下 方 有 界 . 
= m B WR 1 1 
证 z, 一 (1 十 一 ) =1 十 1 十 CG LCD 方 十 … 十 Ct 二 十 … 十 二 
n n n n n 


= 二 十 六 (1 一 二 ) (1 一 二 ) 十 二 站 (1 L)Q Z) (a E) 


1 1 2 n=] 
EL 
其 中 每 一 项 都 为 正 , 当 增加 时 ,不 但 对 应 的 项 数 增多 ,而 且 每 一 个 括 弧 内 的 数值 也 增 大 ,所 以 ,数列 zx, Cn 
三 1,2,…) 单 调 增 加 . 


又 当 k>2 时 , (175), "E 


«E 


(144) m PEREAT aT). 
此 即 数列 (1,2, EZB RI. 
由 此 ,我 们 知 lim (14-5) 存在 ,以 。 表 之 . 
其 次 ,由 于 


(tr 
8 (—) (A) Eam (5) » (0) Per ITEN 
因而 ,数列 ya (nm 一 1,2,…,) 单 调 减少 . 又 因 
Le 1 1 
-(1-—) ， (1+ 二 )>1tn: L-2. 
所 以 ,数列 y (91,2, FAEERE. 
由 此 ,我 们 知 lim (1 十 十 ) ”存在 , 且 


mre) 一 各 (4 二) Ge L)0mGeL) 各 (+ 二 )= 
于 是 ,im (+ 十) iml). 
【70 】 证 明 :0<e- (1L) «3 (n==1,2,…)， 当 指数 是 什么 样 的 数值 时 ,表达 式 (1 十 十) 与 


数 。 之 差 小 于 0. 001? 
证 明 思 路 “利用 69 题 的 结果 知 0< (1L) <e< (1 十 工 ) ,由 此 即 得 不 等 式 


oce- (1-L) «(1-1) - (Ly 3. 


当 &253000 时 , (1 十 十 ) 与 e 之 差 小 于 0.001. 
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即 oce- (iL) < (144) - (1+4, 
而 (G++) (14 Ly G-iy[0-l)23i]-l(GLy-3.. 
因而 oce (1L) —À. 
其 次 ,要 e 一 (1+ 二 ) «o. 001, REŽ «co. 001, 即 只 要 n 宇 3000, 所 以 , 当 指 数 n 是 代表 任 一 不 小 于 


3000 的 正 整数 ,表示 式 (1 十 二 ) 与 数 。 之 差 就 小 于 0.001. 
[711 i 加 (2 一 1,2,…) 为 趋 于 十 ce 的 任意 数列 ,而 q,《n 二 1,2,…) 为 趋 于 一 2 的 任意 数列 (p, ,da E 
[一 1,0]); 求 证: 
NT NEM ly 
lim (1--7-) lim (14-7-) =e, 


k 
证 明 思路 。 首先 , 令 妈 一 [p,], 利 用 69 题 的 结果 可 知 lim (1 十 二 ) =lim(1 +E)" =e. 


Í 1 1 
E E NU 
NE AU REI 


,可 证 得 lim (1 十 六) =e. 


In 


RRA q 7 p lim (14> )" =e. 
证 G b, — Cp] BU k, R ps KERR ka <p Rs H1. 
k 
HF p.e eco ik Roo oo MAT ER (1+5) "e (参看 69 题 题解 ). 由 于 


kat! ls 
psp i L) er E Er ES 
1 


1 
m m(t)" me mee nim ee (og) e 


nco n= 


Ly ey 1,1 is. 
[721 已 知 lm(1 十 元 ) =e RiE:lim(1+1+z7 tzt + )=e. 由 此 推出 公式 
0, 


n! n’ 


1 1 1 
e=l+1+zr tzt tT 
H 06, <1 HAE e Eo. 
证 明 思路 首先 , 令 ,一 (1 十 二 ) ,由 69 题 证 明 中 r MUR AUS EE BUR k n ERE 


起 >1 本 1 中 部 (1 a fiti (i) 
两 端 令 n>o0 取 极限 ,得 e 之 1 十 1 十 让 十 六 十 … 十 店 - 由 于 此 式 对 任何 处 均 成 立 , 故 得 
elim (1-1 g +r t+). 


另 一 方面 ,由 69 题 证 明 中 z 的 展 式 又 知 :对 任何 mi 有 六 <1+1 十 击 十 寺 十 … 十 十， 两 端 令 noo SUM. 
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t. 1 
elim [1-14 Tor tp 


; 1 1 1 
i Tart 
Es 1 ji ] 
其 次 , 令 oh 


ek dE ai 了 aH 
De wr | is Hayt e A T ati 


PA "E 1 7 十 2 
固定 2 ,并 让 m 一 co 取 极 限 , 得 0<e a» S EET] FT 


nt2 


9 ob 


<L g oce-o c. . spat 
n ni n 


es pariat. 
2! 3! n! n!*n 
又 经 计算 可 得 e—2. 7182820. 00001. 


WE 由 69 题 证 明 中 zz, 的 展 式 知 : 


若 固 定 k, H. n>k, WA 


A E AS AA 


n 


今 使 5 趋 于 无 穷 ,在 上 式 两 端 取 极 限 , 得 em1-- Le doe deese doo 由 于 此 不 等 式 对 任何 正 整数 向 成 
立 ,因此 ， 

lim (14-1 314g) «€ 
另 一 方面 ,由 69 题 证 明 中 z, 的 展 式 又 知 :对 任何 正 整数 4, 有 c IIa epe p ee POR 
4 no SUR IL 


e& lim (1-1- 7; 3p 4). 


l i.d T 
TGls[Ub Eg RR )- 
其 ` - 1 1 1 
次 , 设 几 三 1 1 tz tap, 


1 1 NE 
I MM GDI 


1 1 
P O Tar | 


0 yes — wn = 


(1+ 

sicui sl pde E O O R es E —X 

TESIA, nt2 (n+2) aro] i zu (Q2)? ) 
=l ak2 
GFDÍ' ni! 

Sik n 固定 不 变 , 并 让 m 趋 于 无 穷 , 取 极限 ,得 
S cd at 
eS atl ab Get 


n2 1 " zt dx o E 
二 


由 于 z HP 0<b， 二 1, 因 而 ， 
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e=1+1+77 Wta am -十 机 十 (1) 


n` 
下 面 将 用 公式 (1) 计 算 e, 使 之 精确 到 107. 首先 须 确定 怎样 选取 n, 才 能 实现 这 一 精确 度 . 取 ”一 8 ,在 
公式 (1) 中 的 余 项 已 是 小 于 


gg 0000032, 


所 以 弃 去 它 时 ,由 公式 所 造成 的 误差 远 远 地 小 于 所 规定 的 限度 . 因此 , 取 n — 8 计算 之 . 其 次 ,还 须 考虑 计算 
每 一 项 时 的 全 人 误差 ， ER 10“ ,我 们 在 计算 每 一 项 时 ,计算 到 第 六 位 小 数 上 四 舍 五 人 凑 成 整 


数 . 则 舍 人 误差 总 的 不 超过 7 0 X6—i5. 于 是 ,总 误差 不 超过 6.2X10 *—10 °. 


zu 
列表 : 
2. 000000 
t 
gp 0 500000 
d. —0. 166667 (一 ) 
BT 
1. —0.041667 (—) 
a 7 
十 =0. 008333 (+) 
1l 0.001389 | (—) 
6! ^7 
LL. 
71 000198 (十 ) 
d.—0.000025 (=) 
8! ^ 
2. 718279 
考虑 到 修正 数 的 符号 , 则 总 误差 介 于 一 二 ds 和 一 之 间 , 因 而 , 数 e 介 于 2.718275 及 2. 718281 之 间 , 所 以 ， 


1 (n 

e— 2. 718283-0. 00001. 
[73 1 证 明 : 数 e 为 无 理 数 . 
提示 “用 反 证 法 . 


证 假设 e 为 有 理 数 茸 , 则 对 于 这 个 n 有 公式 


加 =2 十 击 十 调 十 … 十 二 十 名 (0<60,<1). 


在 等 式 两 端 同 乘 以 nl ,我 们 即 得 出 左 端 是 整数 ,而 右 端 是 整数 加 一 真 分 数 双 ,但 这 是 矛盾 的 .所 以 , 数 。 为 
无 理 数 . 
【74 】 证 明 不 等 式 : (Z) r9 (IL). 


证 明 思路 ”由 VE" — E) «Fi ib os JE kA 1 8| n—1 相 加 ,得 


$ Ink (一 Din 5, AK ure) e). 
k=1 
Keans (A) orici SE s T Le n Ee cnt 


证 由 VkCn 一 有 过 之 ， WI [Ind-In(n— 4) ]& In 如 z fi. 
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am n-1 
2j aD 3 (i- D! «(7) ; 


两 边 同 乘 以 过, 得 于 al 过 (至) .于 是 wl RI). mac. 


再 证 (三 ) «m. 设 t, = (2-y , 则 有 


e 


e _ n ax 
tagı Gaie e 


所 以 (注意 到 0 D au ma t nTn, ATER (7) <a. 
[75 1 证 明 不 等 式 : 
GD 二 <in(1 十 二) 一 二 ,其 中 为 任意 的 正 整数 ， (2)1 十 a<e ,其 中 a 为 异 于 零 的 实数 . 


证 (1) 因 为 1< (1 二 二) <e, 两 边 取 对 数 ,得 0<nln (1 十 十)<1, 故 n(1++)<+, 
1 


n1 


又 因为 e< (14E) nito f 1o Dis (i) ai (1-1) 


因而 H <h(1+4)<4. 


(22) 14-3)" Z0 nx (r20,n 为 正 整数 ). 
设 a 为 正 有 理 数 :4 一 女 ,p,4 是 正 整数 , 则 由 于 e> (1) , 故 
e>(1+4)"= (1+4) >1+2=1ta. 
q q q 
至 于 a MERECE COD HTE 1289 题 (1). 
[76 ] 求证 :limn(ar — 1) — Ina (a>0), 式 中 Ina 是 取 e— 2. 718--- JEJE HE ġe a 的 对 数 . 


Ina 


证 JE a1.4 b,—a* —1, N b, >0, E75 — InC1--5,) lik 


I uw b, 
nlan D=lna Fo 
1 


由 于 5, 一 0, 故 存在 正 整数 N, 使 当 m9 N BE 05, — 1. 于 是 ,对 每 个 nn 二 NN, 存 在 唯一 正 整 数 kn Ld ii 


bl. HF 5,0, 8E k, > too. t 75 BEC AT 


—en(aeL)el a=1,2,), 


7 十 1 
m sla (14-—— )&lnas5)«n(14- 1-) «1 
k. 2 ELI " E ES 
ES Zu b, kA 212 
从 而 ， l-ati eti Wa h R 


b, m 4 
由 于 k, >to (n>), $ In(1+b,) 1 (n oo) ,由 此 得 
limn(a* —1) —lna. 
现 设 0<a<1. 则 二 >1. 于 是 ,由 上 结果 可 知 
1 
让。 六 ljr — € Mg 
limn Ca» 1)=lim[ c à») a( (>) iy In a lna. 


M a=1 Hf, limn Car —1) = lna 显然 成 立 ,故此 式 对 任何 a>0 成 立 .证 毕 . 
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< 


利用 关于 单调 有 界 数列 极限 存在 的 定理 ,证 明 以 下 各 数列 的 收敛 性 : 
[77] 二 一 页 十 全 二 二 全 (n= 二 1,2,…). 式 中 pi;(i==0,1,2,…) 是 非 负 整 数 ,并 且 从 p 起 不 大 于 


证 rau =r HA ， 由 于 pa D0, BEA y Enti >En ,因而 ,数列 z(z 王 1,2,…) 是 单调 增加 的 . 其 次 由 


Fotino (uod s) ebbe BEL CRI n Cn 一 1,2,…) 是 有 界 的 . 


因而 ,根据 单调 有 界 数列 极限 存在 的 定理 ,可 知 数列 {z, } 是 收敛 的 . 


_10 1 7 十 9 
【78】 a 3 2n—l 


WE 当 m<10 mh, BAAR Cr, } 单 调 增加 ;但 当 x>10 B 25751 知 数列 Cr, } 单 调 减少 .注意 有 下 界 


£, 二 0(2 一 1,2,…). 因 而 ,数列 (zy 收敛 . 
[79] zx,= 0-3) (-i)-(-z). 


zu ) 一 mm， 所 以 ,数列 {z, ) 是 单调 减少 的 . 


LA 0c, —1. 所 以 ,数列 {z, } 是 有 界 的 . 因而 ,数列 (ns ) 收敛. 
[80 ] z=(1+4) (1+4) (1+5). 


证 因为 zf+i 一 Zn。 [des 


1 
2^* 


证 因为 zs+: 一 zi。 (1+ 7 >an BEDA CRI Co, ) 是 单调 增加 的 . 


LA 1 十 a 二 e ,所 以 ， 
0=zx, <e? . e 
即 数列 是 有 界 的 . 因而 ,数列 {zx, } 收敛 . 
[81] x-—/2. m-—w24J2,-, rxr—wW24424d4-—2,-, 
AAE IER A UB E 


n 重 根 号 


证 数列 {z, } 显 然 是 单调 增加 的 . 
其 次 ,利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 :z,<V2 十 1. 事实 上 ,对 于 "一 1 是 成 立 的 .假设 zx<V2 十 1, 则 
tn = VE x, < V 24-2 -1-— V V2 3-1 —/2 H1, 
因而 ,不 等 式 对 一 切 正 整数 均 成 立 . 
由 此 知 数列 (c, } 是 有 界 的 . 因而 ,数列 (ns) 收敛. 
利用 柯 西 准则 ,证 明 以 下 各 数列 的 收敛 性 : 


[82] z.—a;-aiq:-aq'Km |a, | <M G—0,1.2,) H |q| «1. 
证 | x, — Tn | = | ang as" | x | anr | i Jal Ht |an | * lal" 


p 1 
M» n+l(1 bes pai M- P 
TU TC EE EET E N )<M. lal Ta Ce» 
任 给 ce 二 0, 由 于 |g|"*! 一 0(n 一 oo0), 故 存在 正 整数 N, E n>N 时 ,有 
mic [ape 
Ti E EE E 
FA mom N Bi EO | ns — zn | <e. 由 此 可 知 , 数 列 {z, ) 收敛， 
[83 ] n=l ERR VL. sin, 


2 2 
E |en |= | + gh (ri RAER—peMER Oe 
1 一 一 
2 
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ET 


任 给 二 0, 取 v-| in EE m>n>N AAE <e E s | «e, Br LA ,数列 (3, } 收 敛 . 


SEE E a 
HER AARRE g T 0-239. 
E jal E iei ei Emp 
«(35 p or A3) tG L)-l Lol (mn). 


任 给 s>0, 取 N=| 二 | S mon N EE | anan | <e, 所 以 ,数列 {z,} 收 全 
【85 】 xu —14 le. 
2 n 
EN 
GT 1»? 
以 下 与 84 题 证 法 步骤 相同 , 故 知 数列 {z, ) 收敛. 
[ 86 l 对 于 数列 £, (1 一 1,2,…), 若 存在 数 c, 使 得 
[zz—zi | + |zs— | 十 … 十 | 一 zai | <e (n=2,3;), 

则 称 数 列 zx,(n 二 1,2,…) 有 有 界 变 差 . 

证 明 ; 凡 有 有 界 变 差 的 数列 是 收敛 的 . 举 出 一 个 收敛 数列 而 无 有 界 变 差 的 例子 . 

证 设 Yn 一 |ti — | s | xs — xs | 十 ”十 | 2, 2.1 | (n 二 2,3,…), 则 数列 Us ;单调 增加 且 有 界 ， 
所 以 , 它 是 收敛 的 . 

根据 柯 西 收敛 准则 ,对 于 任 给 的 e 二 0, 存 在 数 N, 使 当 m 二 nn 二 NN 时, | ys — ys | <e, BI 

[wa — zi | 二 inita | F+ | wti Oi | <e. 


证 | 一 zi | eR, n2n). 


而 对 于 数列 {z, } 有 
| x. — x. | 7 | xu — xoi Xu-i— £«-:d 4 xac xm. 
x xmi |zai—xm—á exei xe 
所 以 ,数列 {z, } 是 收敛 的 . 
数列 ;1, 一 1, 于 ,一 去, 村 ,一 于 ,十 ,( 一 D 二 ,，…, 它 是 以 零 为 极限 的 收敛 数列 . 但 它 不 是 有 有 界 变 


差 的 .事实 上 ， 
[xa—2 | + | xs — x | + | xxm | | x xnl 


> |zzs—zi |+ | zi — z | H+ | xn xni | 


` E E, 
CEE A a a T E 
而 数列 wo 一 1 十 去 十 … 十 二 是 发 散 的 ,又 是 递增 的 , 故 own 一 十 ceo. 于 是 ， 
zz 一 zi | + | z3 — x | 十 … 十 | Era — Zaai | 

不 是 有 界 的 ,因而 ,收敛 数 列 {z, } :1, 一 1, 记 ,一 去 ,… 无 有 界 变 差 

x) 详 见 88 题 的 证 明 . 

[87 】 试 叙 述 “ 某 数列 不 满足 柯 西 准则 ”的 含义 . 

解 即 存在 一 个 so 之 0, 不 论 对 于 怎样 的 数 NN, 总 有 1,27 N my27 N ETÀ | x Tm | Ze. 
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[38 J 利用 柯 西 准则 ,证 明 : 数 列 1-7 7-8 RU. 


提示 GR m— 2m. 
证 X m— 2n, M] 


T" — ES 
E e t-te cu mg — qos mPa- 


=I 
p 
所 以 ,数列 {z, } 发 散 . 

【89 J 证 明 : 若 数列 z,Cx 一 1,2,…) 收 敛 , 则 它 的 任何 子 数列 ro, 也 收敛 , 且 有 同一 极限 limzn, = lima. 

证 设 limz, =a, J 则 对 于 任 给 的 e>0, 存 在 正 整数 N, E4 n>N 时 ,| zx, 一 a | <e. 

今 因 正 整数 列 {Pr} 以 十 避 为 其 极限 ,所 以 ,对 于 NN, 存在 正 整 数 & ,使 当 & 二 ko 时 ,名 之 N， 

此 时 | zw 一 a| e RO ,所 以 , 子 数列 {zp ) 收敛, 且 limzo = limz, =a. 

【90 J 证 明 : 若 单调 数列 的 某 一 子 数列 收敛 , 则 此 单调 数列 本 身 是 收敛 的 . 

证 不 失 一 般 性 ,假设 数列 C, } 单 调 增加 ,其 一 子 数列 { n. ) 收敛 于 au. 则 对 于 任 给 的 s 之 0, 存 在 正 束 
数 NS 4 >N Ht, | zp —a| e N'— pas WE IN SBUF bi p boo OSEE p (ND 
使 p, n pea. 由 上 知 

| zs —a| <e, |zp,, a] <e. 
而 ry, Kan Ktp, CI zz 递增), 故 必 |z, 一 a| <e. 由 此 可 知 limz, =a, BP {n ) 是 收敛 的 . 

[91] WEH: # lime, =a, 则 lim | z, | — |a]. 


提示 “利用 极限 定义 及 | |z,| 一 |a| | 入 | 六 一 
证 cM EM 


又 因 | 1. | — Lal 


|— la] | «e FÆ lim | z, | — |a]. 


[92 】 设 ea, MRR lim 7 R8 f 4? 
解 ” 按 题 意 ,应 设 zx, 了 关 0(n 二 1,2,…). 


limznt 


若 a 关 0， 则 显然 lim 一 二 一 =]. 


lima, a 


noo 


—0, Jil lim Z 可 能 不 存在 ,例如 , 若 {z, } 为 : 


Lk. 1. l.1. 1 4 


1.1, 2" ge "7 


则 2,0, 但 显然 nel, 113 lim PP dE de FERNEN E Tim P9 tee A b LIE 


2m—1 


—]1zbed. 
LIIS # |b| >1. B rt |b| >r>1. A 91 题 结果 ， Ris [rl |o]. 于 是 ,存在 正 整数 N， 


fi n>N n tog Dress AT, 4 n>N Bf, 


TN+1 
TN 


ZN+2 |... 
TN+1 


由 此 可 知 limz, — oo , JE 5j lima, —0 矛盾, 故 必 有 一 1<b<1. 


| 7 
Xa-—1 


> [xw | a pN 


Iz. | — |a] * 


总 结 起 来 , 若 #0, W lim” 


[一 1,1]. 
[93 】〗 证 明 : 收 敛 的 数列 是 有 界 的 . 


=1; 若 < 一 0, 则 lim 汪 二 可 能 存在 也 可 能 不 存在 , 当 存 在 时 , 它 必 属于 
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证 lime, =a. SE (x, ) AJE. FIER eS 1 EE TE SER N CH n>N 时 , 必 有 | 六 一 a| 1f 

[x | € |a] +1 n>N). FRE 
M=max{ |zi|,|zs|,…,|zs| ,lalt1}. 

则 | x, | 声 M(n==1,2,…). 由 此 可 知 {x,} 有 界 . 

[94 】 证 明 : 收 敛 的 数列 或 达到 其 上 确 界 .或 达到 其 下 确 界 , 或 两 者 都 达到 . 举 出 这 三 类 数列 的 例子 . 

证 (1) 对 于 各 项 恒 为 常数 的 数列 ,显然 上 、 下 确 界 均 达到 . 

(2) 对 于 不 恒 为 常数 的 收敛 数 列 , 设 limz, 二 A, 则 或 存在 某 xz; 二 A, 或 存在 菜 zx 二 人 A, 或 这 种 ner, 都 存 
在 . 作 A 的 充分 小 的 邻 域 使 它 不 包含 x; 或 x) ,或 x; ,zx 都 不 包含 在 此 邻 域 内 . 由 于 x, 一 A, 故 在 这 三 种 情况 
的 任 一 种 下 ,这 个 邻 域外 部 都 只 有 {xz} 中 的 有 限 个 元 素 . 因此 分 别 为 必 达 到 上 确 界 、 必 达到 下 确 界 或 上 、 下 
确 界 均 必 达到 . 在 第 一 种 情形 下 确 界 可 能 达到 ,也 可 能 达 不 到 ;在 第 二 种 情形 ,上 确 界 可 能 达到 ,也 可 能 达 不 
到 . 

[95 ] 证 明 : 趋 近 于 十 cc 的 数列 zx,(n 二 1,2,…) 必 定 达 到 其 下 确 界 . 

证 由 题 设 可 知 存在 正 整数 N AE n>N 时 恒 有 xz, 之 zi, 于 是 ,显然 ,zi,z,…',zx 中 的 最 小 者 即 为 
(x 的 下 确 界 . 

求 数列 x,(n 二 1,2,…) 的 最 大 项 , 设 : 


2 
[96 | aee. 


提示 当 n—3Hp.mn 72". 4 1 天 3 h, n? <2. 


O 4 n=3 hf; >22"; 04 n3 时, n 2". 所 以 ,最 大 项 为 PES 


1 1 1 
EN =A ， 项 : zd 
Sg" 其 中 zioo 20， 所 以 ,最 大 项 为 zioo 20' 


E58 p z=", 


n! 


— Za 1000 
提示 E nal 

zt 1000 
解 A. 7 十 1 


当 2 十 1<1000 hfs trti 290, 525 n4-1721000 Hf im, L Ta. 


" ES E 10001999 
所 以 ,最 大 项 为 X999 一 1000 一 1000! . 


求 数列 c, (2 一 1,2,…) 的 最 小 项 , 设 : 
[99 ] zx,—»-—9n-100. 
解 E ron, W nZ59; Zr n —9n-—0.Wlll 0—n- 9. 


所 以 ,最 小 项 从 zi 到 zs 中 去 寻找 ,比较 之 ,得 zx, 的 最 小 项 为 x1 二 zxs — 120. 


[100] z, — P 


— u ..10A* z 
提示 z= (Vn m) +20 及 zio — 20. 
2 
解 z= (8) --202220, 其 中 zo —20. 所 以 ,最 小 项 为 过 一 20. 
n 


求 数列 zx,(n 二 1,2,…) 的 infíz, ) , supíz,) ,limz, 及 limz, , 设 : 


nex 


[101] z, =1— 4. 


n 


解 dnf(r,)—0; sup{z,}=l; limz,—1 limz, — 1. 


[102] n= 


1--C—1D* 
2 : 


解 inf(r,)——1; sup (2, ) 7 3-ilima, —0; limz, —1. 


n--o6 


nu 


qp os 
[103] z,— er 2" 


2 4 
B n=l, n=l 3? T3 ls. IY s 


inf(z,)—0; sup(zr,)—2: limz,—0; limz,—2. 


neo 


n(n—1) 


[104] z,—14-2(—0D"'-3(—0D F . 
解 r4—1—2-c3, zk+i 一 1 十 2 十 3,zw+z 王 1 一 2 一 3， X43 二 1 十 2 一 3(k 二 1,2,…). 


inf(z,)——4; sup(zr,)—6; limz,——4; limz,—6. 
oA 2nx 
[105] z, "E1995 -3 


inf(z,)b————; supí(r,)71; limz, 一 一 方 ; limz, =1. 


n--96 


[106] z,—((—1)»n. 


解 inf(zr,)——05; sup { £, } = T co;limz, — —oo; limz, = +00. 


no 


[107] z,—-—»[24—n0"]. 


E inf(zr,)— 0o; sup(zr,)—- —l;limz,— —99; |limz,— —oo. 


n--96 


[108] z,—an(—1". 


BR ”inf{x, ;= 二 0; sup { £, } = +00; limz, =0; limz, = +00. 


n0 


[109] ,—1--nsin rz 


解 zi 二 1 十 1]; z =1+0, z,—1—3, xr,—1-40,.z5—1-4-5,-- 


inf ( m, ) — —09; sup (xz, ) = +20; limt, =— 20; limz, = +00. 
[110] PAE P 
2 02 
解 当 nn 由 1 到 10 时 ,zx, 由 负数 往 下 降 ; 当 nn 由 11 到 十 co 时 ,zx 由 正 数 往 下 降 ,所 以 ， 
inf{ x, } 一 zio 一 一 5 sup{z,}=zn=1.25; limz,=0, limz, —0. 


Klim, Rlimz,. ix: 


n--oc 


T 2zx 
[111] T.—i1 09573 
解 limz,———; limz, — 
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解 imz. =— (e+) limz,=e+1. 


r 
解 limz,—1; limz,—2 Gg PDA 2 (1-3) 2. 
[115] z,=cos anr, 


解 limz, —0; limz, —1. 


求 以 下 各 数列 的 聚 点 : 

1 1 1 3 1 7 l 2*—1 
[116] 2'2'4'4'83'8g' mm 
解 聚 点 为 0 及 1. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

[117] 1, 2" lt- 3'ltg 0t." qb. epi ab "Eia ia 

1 1 1 1 1 il 

CLE UM Rag rai atm 

E o uh X Ay [Apit L4... 
E RANO 1, 亏 ， 亏 ，… .它们 分 别 为 子 数列 : (二)， em). (5+) (5th) 
极限 

pip 1,1,2,1,2,.5 1. 2 5$ 4 


解 ” 所 述 数 列 正 好 包含 (0,1) 中 全 部 有 理 数 , 故 对 于 闭 区 间 [0,1] 上 的 每 一 点 zx, 在 其 任意 的 e 邻 域内 均 
有 此 数列 中 无 穷 个 数 , 因 此 ac 必 可 作为 某 子 数列 的 极限 ,所 以 ,z 是 所 述 数列 的 聚 点 .由 此 可 知 [0,1] 中 的 任 
何 点 都 是 所 述 数列 的 聚 点 ,显然 ,[0,1] 外 的 点 都 不 是 所 述 数列 的 聚 点 . 


[19] z,=3(1 一 工 ) 十 2( 一 D". 

n 
f ”因为 2( 一 1)" 为 2 或 一 2. 所 以 , 聚 点 为 5 及 1. 
[120] z, 7 Eat)" (4—0)]. 


解 ” 聚 点 为 & 及 0 

[21] 试 举 出 以 已 知 数 ai ,az sa, 作为 聚 点 的 数列 的 例子 . 

解 ”数列 

——— —— — € — € o I EN 


显然 以 al ,az ,…，,an HRA. 
[122] 试 举 出 数列 的 例子 ,对 此 数列 而 言 ,已 知 数列 a ，az ，…，a*，… 的 所 有 各 项 缘 为 其 聚 点 ,所 举 
数列 还 必 有 怎样 的 聚 点 ? 


解 例如 ,数列 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
at aty aty aty ataata ata + 
PM AEEA EL E Paba 
n n n 
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就 以 dı Q2，Q3 ,an 为 其 聚 点 . 
此 外 ,很 明显 , 若 {z, } 为 一 数列 ,使 已 知 数列 Cas) 的 各 项 cl asas st RE Ces) BRE LS DU] CS JC] 


[23] 举 出 数列 的 例子 : 


(1) 没 有 有 限 的 聚 点 ; (2) 有 唯一 有 限 的 聚 点 ,但 不 收敛 ; 
(3) 有 无 限 多 的 聚 点 ; (4) 以 每 一 实数 作为 聚 点 . 
解 (1) 数 列 zx, 二 n(n 二 1,2,…) 没 有 有 限 的 聚 点 . 
; 1 1 1 
(2) 数 列 :1， 一 1， us Rap. 796a na, … 有 唯一 
有 限 的 聚 点 0, 但 此 数列 却 不 收敛 . 


(3)118 题 的 数列 即 有 无 限 多 的 聚 点 . 
(4) 我 们 按 下 述 “ 对 角 线 法 则 ”来 构造 一 个 数列 ,使 每 一 元 素 后 
面 跟 一 个 对 应 的 负数 ,排列 顺 次 如 图 1. 1. 


Mo | 一 


xi—1l, ax laž ; 3:353 s 25$72,r1$47—2, 


K 1.1 


此 数列 以 每 一 实数 作为 其 聚 点 , 即 聚 点 的 集合 为 (一 c ,十 cc). 

[124] 证 明 : 数 列 c, A y, =x, n (一 1,2,…) 有 相同 的 聚 点 . 

WE 因为 V 一 1, 所 以 ,数列 {z ) 的 子 数列 {zw 53 Cy 的 对 应 子 数列 {z "n, ) 同时 收敛 , 且 具 有 相 
同 的 极限 ,此 即 数列 {xz} 和 {yy,) 有 相同 的 聚 点 . 

[125] 证 明 : 从 有 界 的 数列 zx,《n 二 1,2,…) 中 ,永远 可 选 出 收敛 的 子 数 列 zw 11.2.7). 

证 明 思 路 ”可 设 a 三 zx, 三 b. 将 区 间 [a,bj] 二 等 分 ,其 中 必 至 少 有 一 个 子 区 间 包 含 {x,}) 的 无 限 多 项 , 记 为 
[ai «by ]. 再 将 区 间 [al ,bi] 二 等 分 ,又 可 得 区 间 [as ,bz]C[La,bi], 它 包含 {x,) 的 无 穷 多 项 ,依次 类 推 ,得 

[ai 和] 二 [zs sb ] DDLes br] 2-7. 


b-—à 


每 一 [a, ,b,j] 均 包含 {x,) 的 无 限 多 项 , 且 5, —a,— z 0 (noo), dir Je T 4 lima, = limb, =c. 


按 下 法 选 {z } 的 一 个 子 序列 {zx ) : 先 在 包含 于 [a1,b] 内 的 诸 zx, 中 任 取 一 个 作为 zh .然后 ,在 包含 


Fab] ALE z, 后 面 的 诸 zw 中 任 取 一 个 作为 xm , 余 类 推 , 可 得 ns) 的 一 个 子 序列 { 工 w } ,满足 
a, Sx, Sb (k=1,2,.). 
由 此 可 得 limzy, =ç, Bp (y, YA (c) 889 — A 4 EFI. 
证 “因为 数列 {z, } 有 界 , 故 可 设 一切 项 满足 不 等 式 
axir,«b. 
Kl ab 为 有 限 的 实数 ,将 区 间 [a, 人 二 等 分 之 ,得 区 间 | as 87] ,| 875.6 | ,其 中 必 至 少 有 一 个 包含 所 给 
数列 的 无 限 多 项 ,将 它 记 为 Lal ,b1]( 若 两 者 均 含 无 穷 多 项 , 则 任 取 其 一 作为 La bi p. 再 将 区 间 [ai bi ] 等 分 
之 ,又 可 得 区 间 [as , 包 ]C[a ,bi], 它 包含 所 给 数列 的 无 限 多 项 . 依次 类 推 , 于 是 得 一 串 区 间 : 
[ai bi ]2[a: ,b 12 DLan jb, ] 277 , 
其 中 每 一 [a, ,6b,] 都 包含 所 给 数列 {zx, ) 中 的 无 限 多 项 , 且 有 
一 2 一 4 > > OO 
B =mi zr 0 (n )s 
因此 ,根据 区 间 套 定理 诸 [a, ,5,] 具 有 唯一 的 公共 点 c, 且 


lima, = limb, =c. 


no 
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现 按 下 法 选 出 Cs) 的 一 个 子 数列 {zw ) :在 包含 于 [ai ,5] 内 的 诸 zx, 中 任 取 一 个 作为 zw .然后 ,在 包含 于 
[es ,加 ] 内 且 在 zw 后 面 的 诸 z 中 任 取 一 个 作为 zw ,然后 ,又 在 包含 于 [as b AEE zw 后 面 的 诸 xz, 中 任 
取 一 个 作为 zw . 余 类 推 (这 是 可 能 的 ,因为 每 个 [a ,b] 中 都 包含 有 z, 无 穷 多 项 ). 于 是 ,我 们 得 出 {z, } 的 
一 个 子 数列 {zw ) ,满足 


a, Sx, Sb (k=1,2,.). 
由 此 , 知 | zp =e | y =ar G7 1.2, 7) tlima, — c. Pf Cry, } 是 {zv ) 的 一 个 收敛 子 数列 ， 
证 毕 . 
【126】 证 明 : 若 数 列 c, (2 一 1,2,…) 无 界 , 则 存在 子 数列 rn (2 一 1,2,…) ,使 得 limzw — oo. 
证 因 zz 一 1,2,…) 无 界 , 故 存在 某 项 zw 满足 | zw | 21. 由 于 数列 cO p +1, pi 2,049 X 
界 , 故 又 存在 某 项 xp, > pO M |n, [2925 又 由 于 数列 zx 一 户 十 1, 记 十 2,…) 无 界 , 故 又 存在 某 项 zy 
Gs 27 pi) AE | c, | 二 3. 余 类 推 .于 是 ,我 们 得 {zx,) 的 一 个 子 数列 (zx,, ,满足 
|en [>k | (&—1,2,-*-). 
由 此 nA lim, 一 co. 证 毕 . 
[127] 设 数列 x, (2 一 1,2,…) 收 敛 ,而 数列 y, (2 一 1,2,…) 发 散 , 则 能 否 断 定 关于 数列 (1)z, H yns 
(2)zeyn 的 收敛 性 ? 举 出 适当 的 例子 . 
解 OD {xz 十 y, ERE. IIR Cr, tyn ) cC DU BR C, 7 y, — m, = ys REL ys 收敛 ,与 题 设 矛盾 ， 
C2) 78090] (on, y, 可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 . 例如 


( 1) 数列 z =+ (n=1,2, MC yn 二 n(n 二 1,2,…) 发 散 ， 
而 数列 uy, —1 (n 二 1,2,…) 是 收 钱 的 . 
Cii ) 数 列 z= (n 二 1,2,…) 收 敛 , 数 列 WSE (n=1,2, V RE, 


而 数列 xy, 5n (2 一 1,2,…) 却 是 发 散 的 . 
[128] 设 数 列 c, f y, 发 散 (z 一 1,2,…) n] BERE CAL CD n, Hyni (2)zuy 也 发 散 呢 ? 举 出 适当 的 
例子 . 
提示 不 能 .例如 ， 


96-1 = 1 E 
n 2 ， " 2 (n—1,2;,:) 
8e ”不 能 .例如 ,数列 
r -LECCD* 及 » LE (n—1,2,-) 
都 发 散 , 但 数列 
2 十 办 一 1 (n—1.2,) 及 x,y,—0 (一 1,2,…) 
却 都 是 收敛 的 . 


[129] 设 limz, 一 0,m(2 一 1,2,…) 为 任意 数列 .能 否 断 定 lim zy 一 07 举 出 适当 的 例子 . 
解 “ 不 能 . 例如 ,数列 
2, — 70 Or>eo) 及 y, n Qi 1,2, RIR my 一 1 (nz 一 1,2，)， 
当 n 一 co 时 趋 于 1, 不 趋 于 0. 
[130] Bt limzr,y, —0. 是 否 由 此 可 得 出 :或 limz* 一 0, 或 lmy 一 0? 
提示 RE. ido. i 


z,-LEC D, n= = EE E ze yn (n—1,2,-). 
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解 不 能 .例如 ,数列 二 一 二 人 gy, 21 C D Co 一 1,2,…), 则 有 limzys 一 0， 
[Hlimz, 及 limy, 均 不 存在 . 
当然 ,还 可 举例 n. Ly, m naim 1,257) I zy, om0 n, m0 E Cy, } 极 限 不 存在 ( 当 n>oo). 


注意 ,假若 已 知 m y,0. m X QA {En} o {Yh} 中 至 少 有 一 个 数列 有 极限 的 话 , 则 : limz, 二 0 或 limy, 一 0 至 
少 有 一 个 是 成 立 的 . 


[131] WEH: 
CD limz, + lim y, lim (x, + y, )  limz, + lim y, ; 


(2) limz, + lim y, < lim (æ, +y)  limz, + lim y, . 


举 出 在 这 些 关 系 式 中 严格 不 等 号 成 立 的 例子 . 
证 明 思路 (1) 先 证 右 端 不 等 式 . 存在 {x, } 的 子 数列 {zw } 使 zu a= limz, 对 于 数列 { y,,)， 必 有 于 


数列 yw dE y, e= limy, &limy,. 由 于 Zz, 十 ya 十 B, 故 a 十 B 为 {zs 十 yn) 的 一 个 聚 点 .由 此 有 a 十 B 之 


lim Cz, 十) A lim Cr, Hyn) a B& limz, + limy,. 


n= oo n--95 


再 证 左 端 不 等 式 . 存在 {zs 十 ys } 的 子 数列 {zw 十 yw |È En, Hyn >a — lim Gr, y). ET (x) E 
在 子 数列 EN KEM 一 8 一 limzw Zlimz,. 由 于 
Yn, 一 (zw T», ) 一 zw So 
故 a 一 B 为 {y,}) 的 一 个 聚 点 . 由 此 有 
a Blimy, 及 lim(z,+y,)=a >f + limy, > limz, + limy,. 


n>o0 mc 一 mr co 


(2) 同 (1) 的 思路 . 
证 〈1) 先 证 右 端 不 等 式 . 根据 定义 ,存在 {z, } 的 子 数列 {z。 } 使 rw ma — liman. 对 于 数列 { yn ) 必 


有 子 数列 yn P= limy, :显然 limyw «limy,. 由 于 zw 十 yw mac Bil acc Be (c, y, } 的 一 个 聚 点 . 
由 此 可 知 
ca 十 >lim(z 十 yn). 
故 得 
lim(z, 十 %) 入 xc 十 BKlimz, 十 limy. 


n>o0 noo 


再 证 左 端的 不 等 式 ,根据 定义 ,存在 {z, 十 yw } 的 子 数列 { zw 十 yw } Eus 十 yw >a — lim Cen Hyn). 对 


neo 


于 数列 { zw FETAI cn 使 zw E = lime, ,显然 lmz,, 之 limz,. 由 于 
i t k=o0 类 -co moo 
Sus = Gn Ioas I Bap >a —g. 
故 a =R FÈ (y. } 的 一 个 聚 点 . 从 而 ， 
d —B Z:limy, , 


noo 


Hi JE RT AT lim Cr, H yn) 二 a ZB H limy, > lima, + lim y,. 


noo mc n>oo 


(2) 先 证 右 端 不 等 式 . 根据 定义 ,存在 {zx, 十 y,) 的 一 个 子 数列 {zw 十 yw ) ,使 n, mr lim Gr, 
In). 对 于 数列 { zw ) ,存在 子 数列 zw e= lime, 显然 lmz。, «limz, 由 于 


Yn, 一 (zw ur )— x. —r—rt, 


故 r 一 +t 是 {y,) 的 一 个 聚 点 .从 而 ， 
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r— c lim y,. 
ti Je n] AI lim Cr, Hyn) — re lim y, « lima, + limy,. 
再 证 左 端的 不 等 式 . 根据 定义 ,存在 {y, 00 — 1 TOR [ys ) ,使 ww >r — lim y, 对 于 数列 { zw ) , 存 
在 子 数 列 { z，} Er, >r 一 limz, .显然 limzw >limz,. 由 于 
koo koc n= 
s T», —>r' +r, 
B re E Gs ey, 1 的 一 个 聚 点 . 从 而 ， 
lim Gr, y) Z7 +r. 
Hi JE RT AD lim Gr, d y.) >r +r > lima, + lim y,. WEHE. 


mc 


以 下 举 不 等 号 成 立 的 例子 . 例如 , 令 
{z } 为 :1,0,1,0,1, 0 {yn} 29:0,2,0,2,0,2, 7. 
则 有 不 等 式 
limz, + lim y, =0< lim z, +y,)=1< limz, + limy, —2 


而 对 于 数列 
GN: 0,2,0,2,0,2, *- UNI lr Oy ls 0,14 Qs Was 


则 有 limz, 十 lim y, =1<lim (r, - y,) —2- limz, + lim y, —3. 


[132] iX x,—0 fly, 20-1.2.:-). YEH: 


(D) limz, * lim y, lim Gr, y, )  limz, . limy, ， 及 


n nea ne noo 


证 〈1) 先 证 右 端的 不 等 式 . 根据 定义 ,存在 {z, } 的 一 个 子 数列 {zw ) ,使 zw ma lima, S0; X} FAA 


(dm 人 存在 子 数列 { yw ) ,使 w p= lim y, 270. SER Tim y, « limy,. 由 于 zw yw 一 ap, 故 op 是 数列 
{znyn) 的 一 个 聚 点 . 因此 ， 

lim (xz,y,)<ap, 

由 此 ,再 注意 到 a0 8270 , BD £8 A 


lim Cz, y, ) afsCaClimy,) = Climz,) * (limy,). 


paren 


再 证 左 端的 不 等 式 . 车 limz, =0, WER ER EAR Ht lime, — gn 790. 于 是 ,存在 正 整 数 N ,使 当 
n> No 时 ,zx, 之 0. 根据 定义 ,存在 {zx, yn } 的 子 数列 { zw yw } ,使 
y Ya >a = lim Cr, yw) 之 0. 
对 于 数列 {zx ) ,存在 子 数列 { z，} ,使 
zw 一 8 一 limzw， 


ko 


注意 到 B = limz,, Zlimz, —8' 20 VAR x,2»0(— N,) A 
m cres 


e cs PIS. 
Y», x ny ny. p B 
nk 


Hyri Uy, } 的 一 个 聚 点 .从 而 ， 
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Hi Jb nT XI lim Cry) =a >p limy) > Climz,) . (limy,). 


n> nc n>o0 n> 


(2) 先 证 右 端 不 等 式 ,可 设 (>, ) 有 界 ( 若 {y, ) 265 W lim y, = H oo. JA T ER ER AR). 根据 定 
义 , 存 在 ns ys } 的 子 数列 Ln, Yn, ) ,使 


Xn Yu a= limGr,y, )z0. 
对 于 {xz ) ,存在 子 数列 {xz,，) ,使 


Yu, eed lima ZO. 


若 8—0 JU T Un 》 有 界 , 知 zw >w 一 0, 从 而 5 一 0, 此 时 所 要 证 的 不 等 式 显 然 成 立 , 故 下 设 B>0. 于 是 , 当 
i SEA KE Gio) san, 之 0, 故 得 
1 a 


一 > 一 一 


cm B 


Yn TCE y» 2 * 


因此 ， 号 是 {y 的 一 ARS DAT sgr Tim y, s ti cn A 


lim Gr, y,) as f lim y,) « Clima, * Climy,). 
再 证 左 端的 不 等 式 . 根据 定义 ,存在 {y, } 的 一 子 数列 {yw ) ,使 w mr lim y 20 EF (n, ,存在 子 
BO e ,使 


Xa, —I limz,, Z0. 


i rem 


n, 


SEA imas, 之 limz, 之 0. 由 于 


Xa Y, tto 
故 cr JÈ Cry, ) 的 一 个 聚 点 . 从 而 ， 
er lim Gr, y,) , 
由 此 可 知 (limz,)。 Clim y,) er lim Gr, y,). 证 毕 . 
下 面 举 不 等 号 成 立 的 例子 . 例如 , 令 


1 1 1 
0s Diepiepiepies {Yn R: T T ETT 


则 有 不 等 式 
iiaae dimy) — 3-— lim Cry) =< (imz, ) * dimy, )=1. 
pe 
EE NM ume RUP 
Gn AZ A A Gn ) 为 :三 ,2 ,2 2 
则 有 不 等 式 


dimz, ) . dimy) — 7 — lim Gray.) =1< Cima) ° dimy, ) 一 4. 


B nec noo 
no 


[133] 证 明 : 若 limz, 存在 , 则 对 于 任何 数列 yw (Qi 1,2 70 A: 


CD lim Gr, 4- y.) = limz, + lim y, ; 


nox 


(2) lim (eny, ) = lima, 。 limy, (352205. 


no 


证 (Br T limz, 存在 ， 故 limz = lim, = lima, AT » 利用 131 题 的 结果 可 知 


n-eoo 


limCz, Fyn) limz, 十 limy,— 一 limz, 十 limy,— 一 limz, T limy, < lim (a, Ty 


故 得 
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lim, +y) = limz, 十 limy,. 


n= n=o 


(2) 分 三 种 情形 :( LOWE y, 宇 0(n 二 1,2,…). 则 利用 132 题 的 结果 可 知 
lim Ge, y,) < Climz, )。 Climy,) = Climz, )。 (lim y,) = Climz,) 。 (lim y, )xlimGsy,) , 


-oo 一 co 一 co ->00 — 
5i n n- n- deos n 


故 得 


lim Cz, y, )=( limz,) . dimy, Ja 


n--o6 


Cii 3E y, 0(1—1,2, 2. Jl] — y,2:0(— 1,2, 2. FE AA 132 题 的 结果 可 知 


lim C —z,y,)climC— y,) * limz, = limC— y,) * limz, — limC— y,) * limz, Slim (~ z,y,). 


n= noc no0 s n= n= n= 


故 得 


lim C —z,y,) — limz, * lim — y); 


但 是 根据 上 .下 极限 的 定义 ,显然 有 等 式 | 


lim —z,y,) — — lim(z,y,), lim — y,) — — lim y, " 


n> ? n--96 


由 此 可 知 


lim (x,y, ) = limz, * limy,. 


n-eco noo noo 


(出 ) 设 {y,) 中 有 无 穷 多 项 是 非 负 的 , 设 这 些 项 构成 的 子 数 列 为 {ys On, S0, k— 1.2. 0 CR 
{y,} 中 只 有 有 限 项 是 非 负 的 , 则 从 某 一 项 开始 有 y, 三 0, 这 时 应 用 (ii ) 的 结果 即 知 所 要 证 的 等 式 成 立 ). 于 
是 ,注意 到 zx, 宇 0, 显 然 有 (利用 ( i) 已 证 的 结果 ) 

limGr,y,) = limGe, y,, ) — limz,, d limy,, = limz, limy, 

证 毕 

[134] 证 明 : 若 对 于 某 非 负 … 数 列 v (zx, 宇 0, n 二 1,2,…) ,无 论 数 列 y(n 二 1,2,…) 怎 样 选取 ,以 下 两 
个 等 式 中 至 少 有 一 个 成 立 : 

CD limGr, +y) = limz, + limy, , (2) limCz,y,) = limz, . limy, , 
则 数列 zx, 是 收敛 的 . 

证 取 {z,) 的 子 数列 {zs } ,使 zw lima. HX 


Nn oo 


一 Zu， Nm 
ys (&—1,2,*), 
A, N= Nk » 


其 中 人 为 任 取 的 正常 数 ,对 此 (yn) ACOR M h CHE E e, 20» 
lim (e, +y,)= imz, ) +A, limy, =A, 


n-oc no 
n--o T 


Xi Climz,) A= Climz,)--A, 由 此 可 知 limz， — limz, ik ( Gr, } 收敛 . 


Nn—* ca 
n= 


若 (2) 成 立 , 则 由 (同样 ,注意 到 220 


lim (zyn) =A . limz, 


n--96 


All A * limz, —A* lim, ,由 此 可 知 limz, = lim.r, , 故 {xz} 也 是 收敛 的 .证 毕 . 


n= n= 


* ) 作者 注 :原著 中 将 nD 的 假定 加 在 条 件 (2) 后 , 似 不 要 ,因为 数列 n 应 该 是 预先 给 定 的 
im 二 一 1, 则 数列 zx, 是 收敛 的 . 


[135] 证 明 : 若 z>>0(z 一 1,2,…) 及 limz， 


证 由 假定 知 


n= 


peime at-on, 0 lim Le. (x) 


由 于 (利用 132 题 的 结果 . ) 


== n--9 n>o0 
noxa m n 
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Clin. Ye Üm S]; 
n>00 Tn 


n= 


从 而 ， 


CE 
no mco Tn n= n>o0 Tn 


由 此 ,再 注意 到 (x ) 式 , 即 知 
limz, = limz, =a (0<a< +020). 


no0 


故 存在 limz， 有 限 ,因此 {zx} 收敛 ,证 毕 . 
[136] 证 明 : 若 数列 n, Q7 1,2 78 PE H lim Goa 72,2 —0 JU OSCURO E i SET. PUE RAL E BOR 


l= limz, 和 L=limz, 


noc 


之 间 , 即 间隔 [4,L] 中 的 任意 一 个 数 都 是 该 数列 的 聚 点 . 

证 根据 定义 ,/ 与 L 都 是 {z, } 的 聚 点 ,故我 们 只 要 证 明 :与 志 之 间 的 任何 数 a(1 二 a=L) 都 是 {x, } 的 
聚 点 . 先 证 :对 于 任意 给 定 的 s>0 及 任意 给 定 的 正 整 数 N, 必 有 正 整 数 n* >N 存在 ,使 | x,， 一 a | <e. 

由 假定 , 必 有 正 整数 N 存在 , E4 n>N hj, EUR [nua — x | 6. $ No 一 max{ N,N'}, 则 于 数列 
zn(n 二 No 十 1,No 十 2,…) 中 必 至 少 有 两 项 zv 和 zx 存在 ,使 zw 天 a，zr 二 a( 因 为 否则 的 话 , 例 如 ,无 小 于 a 
的 项 , 则 必 limz, 三 a, 此 与 Ka FE) ISI m n EIE nns HIE xa 的 正 整数 ”中 之 最 大 者 


Hn’. WIR nx —1l.Hom,e. <a, ta >a Wn 之 N >N' HHE 


(m —a| «z*4—x* e 


现 取 e =1,Ni 一 1, 则 存在 zx 0n 21) 使 


1 
gy —a|«1, BUR €; ——y Ni =m WEE zw On 2 ni fil 


| zs —a| «XU e=, Ns 一 mw, 则 存在 rs On 0 ME in 一 a| 二 言 ; 这 样 一 直 继续 下 去 , 则 得 
C, } 的 一 个 子 数 列 {z，} ,满足 
1 
|z al <5 (k= Lys 

故 zw a, 即 a 是 {x,) 的 一 个 聚 点 ,证 毕 . 

[137] 设 数 列 zi ,zs ，… ,zx,，… 满 足 条 件 Oxo, du (mn n—1,2, 77) EB: lim T fefe. 

证 证 法 1: 

由 于 

HSB T t Sta Fa FaSo 

故 077 ns ATRA |Z AG lim =a M 0<ao<zi， 任 给 se>0, 存在 正 整数 N>1 ESI Cae 


任何 正 整数 n>N 都 可 表 为 2 一 qN 十 -~ 的 形式 ,其 中 9 为 正 整数 ,~ 为 小 于 N 的 非 负 整 数 (0 委 "一 N). 
我 们 有 
X, 一 ZIN+HrZo-DN 十 ZN 十 志 魏 ZooON 十 ZN 十 ZN 十 Zr 魏 … 魏 ZN 十 了 和 安 QZN 十 rzZi 魏 QZzN 十 Nzi， 
从 而 ， 


Za ITN | Nai oxs | Na Sateet NE. 
n n n N n 7 


HIC RT All lim 7 a-Fe, BER. 67-0 BO FE REPE BD Tim <a, f lim 7 — lim 77 , [8 J£, lim f£ ff RR. 
证 法 2: 
用 反 证 法 . 假定 lim 怪 不 存 在 , 则 数列 Z 至 少 有 两 个 聚 点 4 与 5, 不 妨 设 a<b, 由 于 (证 法 1 中 已 证 ) 
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oc [Kr (n—1,2,:) 


故 0<a<b<x. 根据 聚 点 定义 ,存在 {z, ) 的 两 个 子 数 列 {zu } 与 {zw ) ,使 


i-o Tl jm; 


任 给 e270 MEETE E ETC i0 1.8 


Xy. 
z «a-te. 
to 


显然 , 当 j TEASE G2 40 o 到 二 2， 此 时 仿 证 法 1, 有 不 等 式 (Lzj 表 z 的 整数 部 分 ) 
J Je Tni Tı KM, Tni, Tis 


m 
Zn K| 一 
j n io 


ig 


G> jo 时 ) 


ni, 2. 


E o 
Xm "i 
0 
J v. No 
m ni m 
J to 了 


D Karet 


m; 


由 此 可 知 5— lim- m Sate. 由 60 的 任意 性 , 即 得 6 过 a, 此 与 a 二 5 矛盾 ,证 毕 . 


[138] 证 明 : 若 数列 xz, (nn 三 1,2,…) 收 敛 , 则 算术 平均 值 数列 p= LG) (n=1,2,.) 
也 收敛 , 且 


. flm ILE. NR . 
lim ———— — ——— limz,. 


n= noo 


逆 命 题 不 成 立 , 举 例 说 明 . 
证 明 思 路 3 lima, =a, N] XE 8 83 6750 , E 4E IE SEC IN 4 35 n>N 时 , | m, a | <e A sn =x Hart 
… 十 Zr， 则 


S LN | —5N SN (Evi zwtst tr Ny 
n n n n nc n 


N E 


RNN, ME n NW leap S ee, ee 
n |a| 十 e 


LIE 然 , 例 如 ,zx 二 (一 1)"+! 


(n—1,2,*-). 
证 E s= ttrt EtA 
TN+1 十 ZN+z 十 … 十 Zn N 


S. SN | $47 SN. LN S. (1—-—). 
n n n n n—N ý 


因为 limz， 存在 , 设 收敛 于 a, 则 对 于 任 给 的 e 二 0, 存 在 正 整数 NN, 使 当 n>N 时 ， | zna | <e, Bp XN) 


ZXN+2，"… 均 El(a 一 e,a 十 e). Bici ge mea E T spa IE Ca — esa F0 2 PI Bp 


n—N 
Enti zweit X. ata, 
n—N 
式 中 |a | «e. 
ERE Te — 9*- E (a- Fa) (1— 2, 由 此 得 
[a |s 
S 
n 
今 取 N'N, E4 nN 时 , 恒 有 
| sx | N € 
«e, 5 <] [Fe 


于 是 , 当 


HIC RT A1 lim 3 =a, B lim 27-6 


反之 不 然 , 例 如 ,数列 v 0C! 91.2. 0 Je A BC [B ROI] 
0. n 为 偶数 ， 
|- 


i, nn 为 奇数 ， 


= limz, =a. 
Xi 


却 是 收敛 的 . 


[139] 证 明 : 若 limz, 王 十 co, 则 lim 


neo0 


gi agere Trung, FE 
Pr : 


提示 A 138 题 的 思路 . 
证 因为 limz, 二 十 吕 , 故 对 于 任 给 的 M>0, 存 在 正 整数 NAE n>N BE oc, 3M EISE, i 138 题 的 
证 明 , 有 


i Nas ase eh 
9 n n n 


xS -0, 1 E -l(Ga--9o), 故 可 取 正 整数 N' 之 N, fidit no N 时, 恒 有 


Isl M. , N.1 
n ls 2^ 1 n e 2 
FJ n2» N'8EEORG >M. ih ESTA lim S — lim Ee E 8 pos 


[140] 证 明 : 若 数列 (11.2. KAH. x20 Dll] lim WVz zz limz,. 


证 明 思 路 H limt, =a 及 Zu 二 0, 故 a20. 3 a>0 时 , 则 limlnz, 一 Ina, 利 用 138 题 的 结果 . 当 a—0 
时 , 则 1lim( 一 Inz,) 王 十 co, 利 用 139 题 的 结果 . 

证 设 limz, 二 a. 因 x, 记 0(n 二 1,2,…), 故 4250. 先 设 ac0, 则 limlnz, 王 lna, 于 是 ,利用 138 题 的 结果 
可 知 


lim (Inz T Inz; 十 … 十 lnz, ) 一 lna. 


ne 


由 此 可 知 
1 
: : (| 十 1 Hetl ) . 
lim ria, = limer "1 ™2 "a^ ceg lima. 
mem 


no0 nco 


若 a=0, W] lim(—lnz,) = 4- co. 利用 139 题 的 结果 可 知 


nex 


lim Inz; —Inz; 一 … 一 Inz,) 一 十 co， 


由 此 可 知 
Een CERTES : 
lim VTi x? ***z, = lime ic ME P5 —0— limz,. 
证 毕 . 


【141】 证 明 : 若 m, 0(—1,2,-) 且 lim? 存在 , 则 lim Vr, = lim =, 


X 


WARR A y, — 73. y, 0. E. limy, 存在 , 设 为 a. iEn mau s Lo LR. ee 4 LP Vg] 
Tn nco Tı T2 Tn-ı 
用 63 38A. 140 题 的 结果 . 
证 oy, — i 1,27 II y, 770. BHBUE lim y, 存在 , 设 为 a. 利用 140 题 的 结果 可 知 
lim yi yz *** y.ai yeh —a. 
于 是 ， 
lim Vx, = lim zi E = lim zi [ (y1 y2" ya y ES —]1" . a=a= lim 7H 
Ne non 1 2 n-1 n= n= Tn 


36 


”利用 63 题 的 结果 . 


[142] 证 明 :lim yat 


提示 A n= ,并 利用 141 题 的 结果 . 


证 设 数 列 x 一 三 (n 一 1,2,…), 则 有 


利用 141 题 的 结果 , 即 得 


[143] 证 明 施 托 尔 蒋 定理 : 若 
Oy» (n=1,2;), (2Dlimy, =+, (3)limz =H. 


WO limZ*— lim, 
nc ym — nc )nkl ^ Yn 


RBR ilime Esa, a xE A 4 690, AEE NE S n>N 时 , 恒 有 


nnl — Yn 
Tari Ta a| <E. 
Vntl o Ya 2 
TE. 
ZN+2 7 XN-| TN+3  TN+2 . Intl Tn 
JN-2 YN+1 JJN+3 ^ YN+2 yn+l 7 Yn 


dr& 8 E (a— at OR ,注意 到 Wi 二 办 (ma 一 1,2,…) ,得 
(a— 5) Ones 7 yai) ania 7 xa X Ca 5 Ores 7 YD 


(a— 5) Ora Synt) nva Sani X Ca 5 Ores TYN)» 


CaF) uni — 0 tea — n. X Ca) Oui — 8 


相 加 , 即 得 | ZH < 4 |—-5. 再 注意 到 


JJn+l YN+1 2 
人 
Yn Yn Yn Yn YN+1 
/ EY D E |xxi—aysal E m , E TIn 
取 N'>N, Aá nN H, tA 7 m A TH d n>N' y, tA y a | «e. 


证 Balim 721—775 —a. th Jie EERE y o eoo ,可 知 对 于 任 给 的 e>0, 存 在 正 整数 N, 使 当 "> 和 
时 , 恒 有 
一 一 a (H0. 
RESI Yn 
于 是 ,分 数 ( 当 n>N 时 ) 
TN+? TN+I TN+3 TN+2 „„ In  Tn-1 Tntl Tn 


YN+2 YN+I1 ! yn+3 — YN+2 i " Wh — ei ”yn+1 ~ Yn 


BUREU- a 50 ZEN ,因为 Yn+1 >Yn ;所 以 ,这 些 分 数 的 分 母 都 是 正 数 ,于 是 ,得 
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(a— 5) One 7 yu) a — wa X Cab 5 Ora 7 ys 
(a— 5) Owes YN) s — tedur z) (v 一 yN+2)， 
(a—52 Gta TIa) aea 7 x X Gab 5 Ge 7 Ya) s 
相 加 之 ,得 
(a— 5 Gui T 3n aea — va X (a D Oa 7 yu 
即 asp EHE c a- p BEA K n>N EA Ba a a <E, BUR RIIE C n>N BD 
2 Yn+1 — YN+1 Yn+1 ^ YN+1 2 
Xy aT ENA prj raa JE 
Yn Yn Yn a^ YN+ı 
i | Z-a |< | nima qs. 
y T Yn 2" 
现 取 正 整 数 NT N L8 24 n>N 时 , 恒 有 
[zwi aya 一 e 
Yn 2 
于 是 , 当 7 之 N' 时 , 恒 有 
f^ «e. 
Yn 
HH ETT A, lim = —a— lim, yp s 
moo yn mcoyn+l Yn 
注 本题 中 ， 若 将 条 件 (3) 换 为 lm 一 人 co) , 则 结论 仍 成 立 ; 
n-eco n+ n 
» :Tnt+l Tn 
lim — = lim A 
n>n nnl ^ Yn 


FLT. M. 菲 赫 金 哥 尔 蒋 著 《 微 积 分 学 教程 》 第 一 章 82. 


(2) lim E" 


2 
[144] A OD limz- (221); 


提示 利用 143 题 的 结果 . 


解 CGE t, =n , y, =a" (a1). W) ynt >Yn s Yn > to, HA 


zea i tD =i — 2wT1 
Ynti 7 Ya ae a" (a—1)' 
再 设 r, =2n+1, y,—a" Dl] yii ys» y. 09, EA 
XLpEb c. 2 -0 
ym—y alal) ^ 
一 一 aa 
因而 利用 143 题 的 结果 得 lim 一 0, 即 iterom 
n>oo y n1 s 
2 
继续 利用 143 题 的 结果 ,得 lim>* 一 0, 即 lim% —0. 
(C x,-—lgn. y,—n, Wl] yii 29 y.» Y> 09. HA 
n+l c 
Tei T8 1g(1-4— )-0, 
yn+l1 ^ Yn «( xi 


[54 lim £s = lim 8” = 1 


eor MEO 


ik 143 题 的 结果 属于 O. Stolz, 5. y, =n 时 ,早已 被 A. L. Cauchy 所 证 明 , 此 结果 常用 于 确定 “二 ”型 
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的 不 定式 六 的 极限 ,144 题 即 是 一 例 . 应 用 此 结果 ,也 可 证 明 138 AA 139 题 的 结果 (此 结果 属于 柯 西 


Cauchy). 事实 上 . 邻 
xi =x Hr: +e tt, y.—m 


mj 
, , , 
xi Hr: +e +a, Nur. 2 Bea 4. . : 
lim£, — lim — im—- = lim— T= limz,,; —limz,. 
moo soo nn  m)Ynkl1 Yn m weca 


[145] 证 明 : 若 为 正 整数 , 则 
1? 十 2? 十 … 二 nr? 1 


(Dlim " pl 
2 (1^2 Hec n 1 
(2) lim ( n^ »H) 2 
dg it bns One- qs og 
un n^ VES 


提示 “利用 143 题 的 结果 . 
证 DS c, — 1^ HHn, y, mn! E yum ys ymo BUR 


1 
Lail — Tn (n+1)’ 20 (a+b? (H dea 
p+i+o(>) p+l 


Ynti Ya (mncD^!-—mnU (pH1)n? +- 


式 中 limo( L-) =0 为 无 穷 小 量 ,以 下 不 再 说 明 . 


P 4-2 -4- ... g^ 
üt lime — jig 2 et — 


neoa ne 


B 
ij 


(204 x, — (PEDO 4-2? He E) n , y, — Gr Dg ,Wl yiii ys, y o9. BUR 


. pp+1) n? 4. 
Ar. Atat PHa =T 2 
Yuri Yn Gp D[G-TD^—n» ] 力 ( 力 十 1)722 He 


M n-nootif SE mes pl, 


lim% = lim 


(DEI n ) 1 


mcoyn neo n? pti 2“ 
(3) r, =1 +3 c (Gn—^, yn =n M y.» Yato HA 
1 p 
taia O ntt __ QatD^ — (2*7) 2 
yr y MFD =n (Hd Da F "mr 


qon £s p 1^ 3^2 n—1)^ — 2 
所 以 , lim Im n^ ESL 


[146] 证 明 : 数列 z, 一 1 十 方 十 言 十 … 十 二 一 lnn (0i 1,2, t 
因此 有 公 于 


ES EA p ed Lec nrbs, 
2 3 n 
式 中 C—0. 577216… 称 为 欧 拉 常数 , 且 当 >co 时 ,eu 一 0. 
证 明 思路 ”利用 75 ECCO OR Ln (19--) i InGi- D — Inn o. 2-304 n7 1,2 nien 


ipM 2E ad .十 二 .又 mo 一 1 十 亏 Ed. Lee s. LL Inn 


1 

3 zh 
20.8 z,—z,4-lhn(1-1-)- 
1 n ntl n 十 


ES re LK lima, 存在 , 记 为 C, 其 中 C 88 3E 4248 2; 0.577216, Ep 1 十 
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t Hee C+ Ina e, Ce, 0). 
3 n 


*) 
证 KA (1L )—— di InGi-D — Ini 4e n—1,2,3, 7 n f 


li2—in1<1, ‘jn3 In2——3 s In3<- u— Inn-- D — Inn, 
相 加 之 ,得 Innt) —14 : js : — L Fa, 
-—pEL4AM.E dL na> 
Tati 2 3 " pi n1 d 


BI (x, } 是 一 个 有 下 界 的 数列 . 其 次 ， 
1 id 1 
TT — pq net D Inn In(1 "e ) FT’ 


Bin (1-1) BibL n m0 REBEL: {z, } 又 是 一 个 单调 下 降 的 数列 . 因而 limz, 存 


在 ,用 C 表示 之 , 即 
C 一 lim(1 十 L+ el lnn), 


nex 


它 的 近似 值 为 0.577216. 或 表 成 


13-4 1l. pel. t Erb 
2 2 n 


Hp lime, =0. 


ne 


x ) 及 x x 4) 75 题 (1) 的 结果 . 


; 1 
[147] 求 lim ( 4 rap" “TT? AL 


提示 “对 1 十 工 十 … 十 工 及 1 十 二 十 … 十 二 利用 146 题 的 结果 . 
2 ES 2 2n 
8E ”因为 
LL Came, id 
Ie ep dte io, s "n 
7 2n 
其 中 C HEKRA Ge, 90. 65770 (nco). 
(2) 式 减 (1) 式 得 
— US c — InZn— Inn-F (em — e) =ln2+ Cez, —€,) n2 | (n9), 
所 以 ,lim( 十 | tat M TUM 


[148] nd Xn《n 二 1,2,…) 是 由 下 列 各 式 


Tı =á, X: =b, 2, m E ea (n=3,4,.") 


所 确定 . 求 limz, 


提示 注意 Zea D pu 及 zi 一 J) Gya an) Ha. 


2)* 1 
E 由 于 
E A m Hui ER 00. dac — ba 
Tntl nm 2 Xn 2 (—2)' (—2)"! 
及 Tnt1 "s 人 2: g= = rta, 


m=1 
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所 以 ,limz, 一 一 和 2 +a 72 
1 一 (一 到) 


[149] 设 a>0 和 r, (zz 一 1,2,…) 为 由 以 下 各 式 


Z6-705 rmi = (e2) (2 一 0,1,2,…) 


所 确定 的 数列 . 求证 : limz, 一 Va. 


2 
提示 注意 tm =g va d 十 Va 之 Va A xa -r= (4-a, )«o. 


2 
WE 由 "ER Xs — i +HVa Za (n=0,1,2,…), 则 zia =r, = (£z, )<0. 


因此 , Co. } 为 单调 下 降 的 有 界 数列 , 必 有 极限 存在 . 设 其 极限 为 /, 则 Ia 之 0, 对 于 等 式 


2 n=7 (até) 
两 端 取 极限 , 即 得 
iT (1+4), 


解 之 得 1— Ja. 〈 负 值 不 合适 ) , 故 证 得 limz, 一 Va. 
[150】 证 明 : 由 下 列 各 式 
Xi=a, y=b, Enyi anys "MET 
确定 的 数列 m, 和 y*(z 一 1,2,…) 有 公共 的 极限 
Cab) —limz,—limy, Gi a Mb 的 算术 几何 平均 值 ). 
证 明 思路 ”分 两 种 情形 : | 
(Da 5b 中 至 少 有 一 个 为 零 , 例 如 , 设 a0 MA x70 y 47 — zh. 
(2) 设 ae 天 0,b 天 0, 则 必 有 a>0,b>0, RARR ab. 应 用 数学 归纳 法 可 得 aor, Sra KYnti Cy, Kb. 
证 分 两 种 情形 : 


(Da 5b 中 至 少 有 一 个 为 零 ,例如 , 设 a==0. WERA r, =0 (zz 一 1,2,…)，yw+i 二 次, 从 而 , 递 推 得 


b 
AEA (n21,2,--). 


由 此 可 知 limz, 一 0 一 limy,. 
(223 a 关 0,6 关 0, 这 时 ,必须 790 570. 否则 ,车 cp<0, 则 r: — Vab WEE XE XL a 二 0, 6 二 0, 则 r: — 


VWB>0, y, $2 co, AT n= zy RAEL. 因此 ,必须 a>>0, 6770. 不 妨 假定 a<6&. 由 于 两 正 数 的 


等 比 中 项 不 超过 它们 的 等 差 中 项 ,并且 都 界 于 原来 两 数 之 间 , 故 有 
aXixiXLy; b, 由 此 又 有 a[Kr: Kr; «€ yi Ly: «Lb. 
应 用 数学 归纳 法 可 知 一 般 有 
aX x, xai X Yn+ı KC ys KD (n—2,3,--). 
故 x, } 为 单调 增 大 的 有 界 数列 , { yw } 为 单调 减 小 的 有 界 数 列 , 因 此 它们 的 极限 都 存在 . 4 limz, =q, limy, 
=p 在 等 式 yi = AROR 1 p= E, ik a 一 B, 即 limz, = limy. 
证 毕 . 
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$3. 函数 的 概念 


1 函数 的 概念 ” 若 对 于 集合 X— {zx} 中 的 每 一 个 zx, 有 一 个 确定 的 实数 y€ Y — {y } 与 之 对 应 , 则 变量 
y 称 为 变量 xz 在 所 给 变化 域 X 上 的 单 值 函数 ,并 记 为 y= f(z). 

集合 六 称 为 函数 f(x) 的 定义 域 或 存在 域 ; Y 称 为 这 个 函数 的 值 域 , 在 最 简单 的 情形 下 ,集合 X 或 为 开 
K i] (a,b) : ax b. RHEA EI Ca b]: a<z<0 或 [a,0) : ax b. RAA IE IS] CER BO [a 5 ] ia cb, 
其 中 a 和 0 为 某 实数 或 符号 一 cc 和 十 ce( 在 这 种 情形 下 ,没有 等 号 ). 

若 对 于 X 中 的 每 一 个 值 x 有 若干 个 值 y 二 f(z) 与 之 对 应 , 则 y 称 为 zx 的 多 值 函 数 . 

2” 反 函数 若 把 工 了 解 为 满足 方程 

JCz) 一 y 
( 式 中 y 为 属于 函数 jz) 的 值 域 YY 中 之 一 个 固定 数值 ) 的 任何 数值 , 则 这 个 对 应 关系 确定 出 在 集合 Y 上 的 
某 函 数 
x=f '(y), 

这 个 函数 称 为 函数 SOA fa c. 这 个 函数 一 般 说 来 是 多 值 函 数 . 若 函 数 y 二 f(z) 是 严格 单调 的 , 即 当 xx。 
>x Hf, f G2» f Go CRA fon — f Gn ]. DU I RC zx 一 三 (Cy) 为 单 值 而 且 严 格 单调 的 函数 ， 

求 下 列 函 数 的 存在 域 : 

[151] yi 
解 ” 当 1 十 z 天 0, 即 x25 — 1 时 ,函数 y 才 有 意义 ,所 以 , 它 的 存在 域 为 (一 ,一 1),( 一 1, 十 oo). 
[1522] y= /3r—x. 
解 ” 存 在 域 为 满足 不 等 式 3+ 一 zx’ 宇 0 的 实数 z 的 集合 , 解 之 ,得 存在 域 为 (一 ,一 V3],[0,V3]. 


[i3] y-G-2»A1—. 
解 uL 0 时 ,y 值 确定 . 解 之 ,得 存在 域 为 满足 一 1<x<1 的 数 z 的 集合 . 


[154] (1)y=log(x’:—4), (2)y 王 log(Cz 十 2) 十 log(Cz 一 2). 

解 OM xr—40HBf. y EME. 解 之 , 得 存在 域 为 (一 c ,一 2),(2, 十 cc). 

C2) BRE y 由 两 个 函数 组 成 ,其 中 第 一 个 函数 的 存在 域 为 (一 2, 十 ce) ,而 第 二 个 函数 的 存在 域 为 (2， 
十 ce) ,于 是 ,函数 y 的 存在 域 为 它们 的 公共 部 分 , 即 (2, 十 oo). 


[155] y= Vsin(Vz). 


解 ” 当 sinVz 宇 0 时 ,y 值 才 为 确定 的 实数 . 解 之 ,得 2&r<Vz 二 (2& 十 1)r (k==0,1,2,*…). 
存在 域 为 满足 不 等 式 4&x: 志 x 过 (2k 十 1)?x* (k= 二 0,1,2,…) 的 数 的 集合 . 


[156] y= wcosz: . 
解 ” 当 cosz^ 20 时 ,y 值 才 为 确定 的 实数 , 即 只 要 z 满足 


Ox 及 Uk- D A a! E) Gd 


解 之 ,得 存在 域 为 满足 不 等 式 


hebes X A/ A&— D & | z | AJ GU D5- (RE 一 1,2,…) 
的 数 xz 的 集合 . 


[157]. »—log(sin —-). 
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Zen — b Dn (k= 二 0,1,2,…) 及 —(2k+2) c — Ge Ds. 
dE pcs eia MEN ER AEN NE ^ 
所 以 ， ,存在 域 为 满足 不 等 式 地 二] 二 + 三 辫 ， (一 0,1,2,…) 及 —5r r0 «2 — 3:5 E x BOSE. 


[158] y= Vz 


sinzz’ 


E x0 及 sinz#Ż0 时,y 值 确定 . 解 之 ,得 存在 域 为 满足 关系 式 z 盖 0,z 天 im (n= 二 1,2,…) 的 数 工 
的 集合 . 


2x 
[159] y=arcsin DI 


最 后 得 存在 域 为 满足 不 等 式 一 于 入 z<1 的 数 z 的 集合 . 


[160] »-arccos(2sinz). 
解 ” 当 |2sinz | 三 1 时 ,y 值 确定 . 


解 之 ,得 存在 域 为 满足 不 等 式 |z 一 kx | 三 = 0, 士 1, 士 2,…) 的 数 z 的 集合 . 
[161] »-lg[cos(lgz)]. 


解 coslgz) 0 时 ,y 值 确定 . 解 之 ,得 (2 一 村)x<lgz< (289-7 ) v. 


从 而 ,存在 域 为 满足 不 等 式 10 0073 tn co T) (50,1, 92,- r 的 集合 . 

[162] yy 一 (z 一 |z| )v 一 sinzrxz. 

解 ” 由 于 sin nz 之 0, 故 仅 当 sinrz 一 0 时 V 一 sinzrz 才 有 意义 ,从 而 ,函数 > 才 有 意义 . 解 之 ,得 存在 域 为 

xz=k (k=0,+1,+2,) 

[163] »-cotzz-arccosC2*). 

解 ” 当 sinrz 天 0 时 ,第 一 项 有 意义 , 即 zx 天 & (k=0, 1, 02,7). 

当 0 委 2* 委 1 时 ,第 二 项 有 意义 , 即 <0. 由 此 得 存在 域 为 满足 关系 式 <0, z 和 一 (n=1,2,) 
的 数 x 的 集合 . 

[164] »-arcsin(1— 2) 4 lgClga). 

解 ” 当 一 1 和 1 一 zx 委 1, 即 0 委 z 和 2 时 ,第 一 个 函数 有 意义 ; 

当 lgz>0, Bl zx>1 时 ,第 二 个 函数 有 意义 . 由 此 得 存在 域 为 满足 不 等 式 1 二 x<2 的 数 x 的 集合 . 

[165] y=(2z)1. 


解 当 2z 一 na(x 一 0,1,…) 时 ,y 值 确定 ,所 以 ,存在 域 为 集合 :0, 志 2x (ev z p” MES e 


vas 
求 下 列 函 数 的 存在 域 和 函数 值 域 : 


[166] y= /2Tz—x. 
WE 当 2 十 x 一 x’ 宇 0 时 ,y 值 确定 . 解 之 ,得 存在 域 为 满足 不 等 式 一 1 之 x<2 的 数 x 的 集合 . 又 因 


y= 2- («-4) <2, 


所 以 ,函数 值 域 为 满足 不 等 式 OC yc 3 M y 的 集合 . 


tM 


[1671 y—lg(1—2cosz). 
提示 “由 1 一 2cosz>0 易 得 存在 域 A. 注意 ,由 max(1 一 2cosz) 一 3，inf (1 一 2cosr) 一 0, 即 可 求 得 函数 
值 域 
f 4 1—2cosr>0 时 ,y 值 确定 . 解 之 ,得 存在 域 为 满足 不 等 式 
Pkx- Rame UE (一 0, 士 1, 士 2 ) 
的 数 z REA 因为。 max(1 一 2cosz) 一 1 一 (一 2) 一 3， inf(1 一 2cosz) 一 0， 
所 以 SS 的 数 y 的 集合 . 


[168] y arcos 2 Fs 


Tae 
体 实数 所 组 成 的 集合 ,而 函数 值 域 为 闭 区间 [0,xj. 


[169] y=arcsin (lg 16 j. 


T T aZ 
解 -1< <I BED Ë<, 1e 100 时 ,y 值 确定 , 且 在 | 一 至 ,到 | 上 变化 ,所 


以 ,存在 域 为 闭 区 间 [1,100] ,函数 值 域 为 | 一 到 ,至 | 
[170] »—-(—D*. 
解 ”存在 域 为 数 cir zE Cosa 为 整数 ?的 集合 ,而 函数 值 域 为 ， 


3 一 (一 1)", 即 由 一 1,1 两 数组 成 的 集合 . 

[1771] 在 底 AC=b 和 高 BD=h 的 三 角形 ABC 中 (图 1. 2) 内 接 一 
个 高 NM 二 工 的 矩形 KLMN. 把 矩形 KLMN 的 周 长 已 及 其 面积 S 表示 
为 x 的 函数 . 

作 函 数 P— PGO & S— SGORI ELS. 


LM h—r " T X 
SONT = BB LM-b(1— 4 ). 


周 长 P 一 2LM 十 2z, 即 P— PGO 2 (1— 7 )z +20,3 0 rh. 


24 5b<h 时 ,如 图 1.3 中 直线 段 AB 所 示 ( 不 包含 A,B 两 点 ). 
当 b>h 时 ,如 图 1.3 中 直线 段 AC 所 示 ( 不 包含 A,C 两 点 ). 其 中 OA 二 256,B 和 C 的 坐标 为 和 2h. 


B(h,0) x 
图 1.3 图 1.4 


矩形 面积 S LM « z—bz (1—5-) (0<z<h) 如 图 1.4 所 示 , 它 是 一 段 不 包含 O 点 及 B 点 的 抛物 线 弧 


OAB. 
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[172] 在 三 角形 ABC Ħ , X1 AB—6cm, AC— 88cm, f} BAC— x. 把 边 BC 二 a 和 面积 ABC=S 表示 为 变 
E z 的 函数 . 作 函 数 a— a GO k S 一 SCz) 的 图 像 . 
解 ” 利 用 余弦 定理 得 三 角形 的 边 
a= 4/65 2-8 —2*6* 8cosr = /100—96cosr (0-xr-—:), 


如 图 1.5 所 示 ( 系 一 不 包含 A 点 及 B dH ELA). 


|a 
BGt,14) 
A€0, 2) 
[0] E 
E 1.5 KI 1.6 
而 三 角形 的 面积 
s-i 区 

如 图 1. 6 所 示 ( 两 轴 单 位 取得 不 同 , 系 一 不 包含 O 点 及 A 点 的 弧 OBA). p 


[173] 在 等 腰 梯 形 ABCD H(A 1.7), X AD=a,BC=b (a>b), Ñ 
HB=h, 引 直线 MN//BH,MN 与 顶点 A 相距 AM= zx, 把 图 形 ABNMA 
的 面积 S 表示 为 变量 z 的 函数 . E PR S= SCIO RO ELI. 

提示 “分 三 种 情况 求解 ; 


(Do «c; D GET reca. 
解 AH 一 于 Ca 一 咏 , 分 三 种 情况 讨论 
CO 0 ec Pn I) MN 线 在 AAB 甩 内 ,此 时 > 全 一- ，MN= Pee 


于 是 ,S= 寺 MN ， xz 一 好 ,如 图 1.8 中 弧 OA( 系 抛物 线段 ). 


(2) 当 ?2 一 rz<4 二 2 二 0 一 “时 ,面积 


s-£. 2 +h(z 2) h(x gh, 


如 图 1.8 中 不 含 A 点 及 B 点 的 直线 段 AB. 


(3) 当 全 <<x<a 时 ,面积 


_h(atb) A 2 atb (a—z) 
S= 2 aD Ger an = 让 2 a—b ] 

一 x 

如 图 1.8 中 抛物 线段 BC. 
图 1.8 中 各 点 的 位 置 如 下 : 图 1.8 
a—b h(a—b) a+b h(a+3b) h(a+b) 

(2 一) B( ER, C(a, 62-9), 

X tana— h. 
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两 个 质量 为 1g 的 质点 分 别 位 于 点 r—2 和 Z 一 3. 
设 2(z) 是 区 间 ( 一 ce,z) 内 的 质量 的 值 , 求 函数 
m-—m(x) (—oeo«xr«-oo) 3f mn 
的 解析 表达 式 . EELA R RR. 2 | 
解 ” 当 一 2 二 x 过 0 时 ,m(zx) 二 0; à 
M 0<z 委 1 时 ,因为 1 : z 一 2 : mGOTJÉmG)—2z; i 
M 1<z 委 2 hf, m(r)=2; 
M 2« rx 3 时 ,mm(z) 王 3; B 1.9 
当 3e rxLDeooB] m) -4. 
如 图 1.9 所 示 . 
【175】  y—sgnz. BOE X: 
—1s- 05 
-| 0, 之 一 0， 


ls x0. 


[174] 有 2g 质量 均匀 分 布 在 Oz 轴 上 的 闭 区 间 0 委 z 委 1 上 , 另 有 I" 
4 


作 这 个 函数 的 图 像 .证 明 : 
| z | 一 zsgnz. 

解 函数 sgnz 的 图 像 如 图 1. 10 所 示 . 
因为 , 当 x0 时 , |x| 一 一 z 一 Zsgnzi 

M z—0HBf. | z| —0—zsgnz; 

M x0H.|r|-—zr-—zcsgnr. 
所 以 , | x | —xsgnz. 
[176] 函数 > 王 [zj]( 数 x 的 整数 部 分 ) 用 下 法 定义 : 

车 x 二 n 十 r, 式 中 为 整数 且 or. RI x ]— n. 


作 这 个 函数 的 图 像 . 
解 ” 当 xzE[n,n 十 1) 时 (n 为 整数 )y 二 n, 如 图 1.11 所 示 . 
[" 
2l e———o y 
1 e——o 
-b-3 dw L € 3 € 8 e 
e——9 -1 6 .————o 
e 
| 4 o—o 
e—o 一 2 e—o 
2 e—o 
eo [23 En A + a a oonu 4 gm— 
O| 23 5 7 11 13 171920 x 
图 1.11 图 1. 12 


[77] J:y—zGO G0) ,表示 不 超过 数 zx 的 素数 的 数目 , 作 这 个 函数 在 0x20 时 的 图 像 . 
解 ” 按 题 设 可 知 : 


M 0xCr-—2 时 ，r(Cz) 王 0; 当 2 过 zx 过 3 时 , x(x)=1; 当 3 过 zx 二 5 时 ，r(Cz) 一 2; 
当 5 委 z<7 时 ，r(Cz) 一 3; 当 7 生 z<11 时 ，r(Cz) 一 4; 当 11-13 时 ，r(Cz) 一 5; 
当 13«ir-—17 时 ，r(Cz) 一 6; 当 17 委 z<19 时 ，r(Cz) 王 7; 当 19«:r«20 时 ，r(Cz) 一 8. 


如 图 1. 12 所 示 . 
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下 列 函 数 y= f(z) 把 集合 E. 映射 成 怎样 的 集合 EE,? 

[1783] y=zx’,E,= (1«&zxx«2). 

8 E,—(1xyx4). 

[179] v»-lgz, E, — (10 x— 1000). 

E E,—(1-cy-c3). 

[180] y— Larccotz, E,— (—oo«xr«-eo). 

解 E,={0<y<1}. 

[181] y—cot T, E, — (0 | z| 1). 

解 E,—(1«|y| <+}. 

[82] »—|z|.E.— (1X | z| x2). 

8 S E,—(I1xyx2). 

设 变量 x 遍历 区 间 0 二 x 过 1, 试 确定 变量 y 所 遍历 的 集合 : 

[183] »-—a-(»—a)x. 

fg 变量 xz 从 0 变 至 1 时 ,y 从 a 变 至 0. 

于 是 ,变量 y WREKE a — y — OA ac b) R b— y-—aQÓ ba). 
ES 

[184] gei 

解 当 z 从 0 变 至 1 时 ,y 从 1 变 至 正 无 穷 大 .于 是 ,y 的 变化 区 间 为 1 二 y< 十 %%. 


= 

[185] a rom 
La d. 

M o»—trz'z-r 


当 工 从 0 变 至 方 ,y 从 0 变 至 负 无 穷 大 ; 当 : AIR 1 时 ,y 从 正 无 穷 大 变 至 1. 于 是 ,y 的 变化 区 间 
Jdj—eo« y«0, 1« y«-Too. 
[186] y= /r—zx. 


当 z= 二 时 ,y= 二 (最 大 值 ); 由 于 z 趋 于 0 时 ,y 趋 于 0, 而 y>0, 从 而 y=0 是 变量 y 的 下 确 界 . 于 是 ， 


1 
y 的 变化 区 间 为 0<y<5. 
[187] »-cotzz. 


BR 当 工 从 0 变 至 1 时 ,变量 > 从 十 c 变 至 一 cc. 于 是 ,变量 y 的 变化 区 间 为 一 ce 二 > 所 十 co. 
[188] y=x+[2z]. 


解 Cr ORED y 从 0 变 至 元 ; 当 z 从 去 变 至 1 时 ,y AERE 2. 于是,y 的 变化 区 间 为 0<y 


1 3 
—- 3&2. 


[189] 设 f(z)==x' 一 6x; 十 ll1x? 一 6z, 求 f()0,.fO00.fOD. fB), f4). 

S 因为 f(z) 二 xz(z 一 D(z 一 2)(zx 一 3), 所 以 ,f(0)==f(1)=f(2)==f(3)=0,f(4)==24. 
[190] ik f(z)==lgz’, 求 f(—1),f(—0. 001), f100). 

f& f(—D-lgl—0; f(—0.001)—1g0.000001— —6;  f(100)—1g10000— 4. 
[191] i f(x)==1 十 [x], 求 f(0.9),f(0. 99). f(0. 999) , fA). 


解 /(0.9)—/(0.99)— (0.999) —1, f(1)==2. 
EY gago e TR x fC-2.fC ^D. f(0, fO, fO». 

g*., 0c r«-roeo, 
解 /(—2-1-2--1, f(-D-1-1-0, f(0-1-0-1, f(ü)22!22, (2) 一 22 一 4. 


1 


5 NE a E 1 
[193] HADFER FO. f L2 fG D. foo f(—) 


* fGY 
P NES ra 
f f(0-—1. ficu. 
fugerit. giao aues e 
1d G1) rd2' 1x 1 十 工 ” 
"E 
f(1)- xm gml 1 1 1x 
E. 1 zxT1l' Jom lw l~g 
Ip 
x ld 


[194] Dfl) =r r; (2) f(x) =sin T; (3) FCz) 一 (z 十 | 工 | az). 


求 满足 以 下 各 式 的 z 值 :Ci )f(zx)==0; Cil2fCG220; Ofa. 


解 (1)(i)x 一 x 二 0, 所 以 ,x 二 0,1 及 一 1. 
Ci e= S0 BB z(1—22(149-22020, BEDA , —oo— r——1 fil 0—x«— 1. 
C ili J2cC1— 22 C1 3-230 0 BEA , — 1x0 fll 1 x— Too. 


(2)( | Jsin T. —0,J T — bx (E— El, 2, BE n OT E1, 32,2. 


X 
C ii sin 三 之 0, 则 Dn b Dn 和 一 (2A 十 2)r<< 二 << 一 (2 十 1)x, 所 以 ， 


sel 
2k+2 


1 1 1 B 
2REl1 ^ E 和 2:41 4 (k=0,1,2,.…) 


dii sin TO MI CHR - D T E 2)n fI — Gk-- Da — 2n (k= 二 0,1,2,…), 所 以 ， 
ms Pier EE EH 

(3)( r+ | x |D(1—22 —0, JU] zx 委 0 FI x— 1. 

Cl ) 因 为 r+ | x | Z0: EE 1— x20, BI — 1. Tfi E /(23220, 48 r+ | x | 20, BI 20. 

AZ O-x-lHb.G-o|xO-ao0. 

Cl ) Ge- | c [201—220 0. 14 76 270 5 DU] z 十 |z| =0. 其 次 ,应 有 1 一 zx<0, 所 以 ,z>1, 此 即 所 求 之 解 

LfG A) fa) 
| 


x 


和 (k—0,1,2,-), 


[195] 3WODfGO-—azcb; (2) f x) —x* 5 (3) fG) —a* R eG 


aCrch)tb—(Caxctb) —— 


8 (1)g(z) 一 ; si 
2 .— e 
(DeC) - STR 2th 
ath — Qr R —. 
(3)g(z) =f A a =g sÊ n l 


[196] it f(x) 二 az 十 bz 十 c, 证 明 : f(z 十 3) 一 3f《(z 十 2) 十 3f(zx 十 1) 一 f(x) 寺 0. 

证 f/3 —3fG-2)--3fG--D— fG) 

—aCGc- D c bGc- 3) d3-c— 3[a Ce 2)? - bCG- 2) 4 c] 3La Cr 1 "E bCc 3-1) - c] — Ca? d bx d- c) 
—az* -F6ax-9ad-bx-- 3bo- c— 3ax* —12ax—12a— 3bx — 65— 3c4- 3ax? 4- 6ax d- 3a - 3bx d- 3b- 3c 


—az! —bx—c 


—0, 
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TA. fG3)—3f T2) 4-3fGT 1) — fx) z0. 
[197] # f(0)== 一 2,f(3)==5, 求 线性 函数 : f(z) 二 az 十 b. f(1) 及 f(2) 等 于 什么 (线性 插值 法 )? 


解 ” 因为 f(0)—5— —2 及 f(3)—3a--b—5. K a — T, be, 


于 是 ,所 求 的 线性 函数 为 fFCz) 一 -xz 一 2, 且 D=, fo - 5. 


[1983] # f(—2)—0, f(00—1, f(1)==5. 求 二 次 有 理沙 数 : fo — ax* bx c. f( 一 1) 及 f(0.5) 等 
于 什么 (二 次 插值 法 )? 


S 因为 f(—2)=4a—2b+c=0, f(0) —5c—1, cdita 6 一 已， =j; 
于 是 ,所 求 的 二 次 有 理 函 数 为 fco pai eu fc»--4 , fO. 5) 一 中 一 2 e 


[199] ix /(—D-o0, f(0-2, fA) 35 PRA SORS 十 bz2 十 cz 十 dt. 
fS DN fC—-D-—acb—cctd-—0,f(0)—d—2,f(0 ab cdd —3,f(2) —58ad-4b4-2c2-d —5, 


所 以 , a=}, b= Tc 2. d= 2. 


于 是 ,所 求 的 三 次 有 理 函 数 为 fo» - 12 ziar, 


[200] iX f(0)=15, f(2)=30, f(4)=90, REH f(x) 二 a 十 be” 的 函数 . 

解 ” 因 为 f0) =a+b=15, f2) —a-- bc —30, f(4) —a-- bc! =90, FFL], a=10, b=5, c=2(—2 不 适合 ). 

于 是 ,所 求 的 函数 为 fO —104 5 * 27. 

[201] 证 明 : 对 于 线性 函数 f(z) 一 az 十 0, 若 自 变 量 的 值 =r, (2 一 1,2,…) 组 成 等 差 数 列 , 则 对 应 的 
函数 值 yn =f rn) (n= 二 1,2,…) 也 组 成 等 差 数 列 . 

提示 利用 等 差 数 列 的 定义 . 

证 ” 设 数列 z (nz 王 1,2,…) 为 zyzi 十 dz 十 2d,zi 十 3d xi Ov Dd HB d NE. 

TÉ. 

Yn — yai = Caz, d-b) — Cax, i +b) — (a[zi - (n— D) d]9-b) — (a[xi 4- (n—2)d]9- b) —ad, 

由 于 ad 为 一 常数 ,所 以 ,数列 y, = f Oc 2 4828 Ri 5$ 253809. 

[202] 证 明 : 对 于 指数 函数 FG =a Ca770) Er ELE BER (E. x, (1.2, £8 X ^5 28 A, 
的 函数 值 y, FCz.)(z 一 1,2,…) 组 成 等 比 数 列 . 

证 ”因为 z, 一 ze- 一 d, 所 以 ， 

Ya iYa-i77 ^ al — gn "n= =at, 

由 于 al 为 一 常数 ,于 是 ,函数 值 yn = 7(Cz,) 组 成 等 比 数列 . 

[203] 84 0<u<1 时 函数 f(u) 有 定义 , 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 

(DfGin2*; (Dfa); Bt f(E). 

f (1) 因为 0 二 sinx 二 1, 所 以 ， 

2ke-—r-—mc2kx  (kR—O.kl1.k2,—) H iie, (k—0,431,42,-); 
(2) 因 为 0 二 lnz 过 1, 所 以 ,1 过 x 过 e; 


(3) 因 为 0<[ 习 <1, 所 以 ,z>1 B zk Qm 2,84). 
[204] & fG)— aHa) (a270). WEH : fé zd 32 tH flr 2) —2 f(x) * f(y). 


证 fc y) o fGx— y) — at Fa 77) a ba t) 
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1 
2 
1 


(a* ea” +a +a DG E s a a”)= a" Ga? +a ")-- a aHa) 


pat Fa *)6Ga*4 
TE, fT y) fic— 2—2fG) fCG)». 
[205] ik fGodc-fD-—fGO.oKH z 


(1) f(x)=azx; Dfa, (3) flr) —arctanz (|s| <1); (4) FCz) 一 lg 


a )—2f( f GOD, 


lte 


T= sty =arctanz. 


f Dff) Sartay=alr+y), fz)=az, H f1) + fGD = fle) zx y. 


lu n 4X 
过 得 = rdy 


提示 (3) dp arctanr+arctany=arctanz 可 得 arctan 


ci L-4--L- 
xo y 

rd y 

p 


zty 
lcry 


(3) HH arctanxx o arctany — arctanz 得 arctan zt 


ig Digger Iltz 
Cb—29€1—39 1 


K v[Lp(z)] P ,pLy《z)] 及 9 EeCx)]. 8 
[206] gor)=x &gG)-—2Z. 
8 g[eGO]—(G!—z'. gp4G)]- (2)! —2*, Epa]; g[gGO]— 29^. 


zy arctanz 所 以 ,z— 


VIT LT lg pu- 


MI I a 


[207] glr)=sgnr & 9G =— 


解 g[oGO]—sgnGgna —sgnz; g[9G2]—9-—-—-x (G0); 


1 
工 
xXx 


glp) ]— sen (-) =sgnz #0); J[g(G ]— ——-—sgnr (750). 
0, z0, 0， Z 委 0， 


[208] ( 一 | 及 (x)— 
p w X0. à =z"; 40, 


解 gi a A e[9]—0; ylLo(zx)]=y(x). 


[209] 设 fS R SAD A]. 
s PONE QM" G0; f(fLfGol) 
joi. x 1— 1 一 二 ) 


Imz 


[210] W f.Go—fUb- £601) fG0-—— SK fax). 
a AE 


— Av a, EA — T 
提示 QS SERIE SO cer (n€ ND. 


一 2 (一 一 二 一， 
Wo ME Nc 


ux: 二 k 时 ,有 f(x) 二 一 一 三 一, 则 天 二 k 十 1 时 ， 
HIF n +A f, Ao Ts DESI 


Vlctkz a 
xi VIF RFD 
JE 


从 而 ,由 数学 归纳 法 知 , 对 于 任何 正 整数 ”有 f G0 — 


fea = 


vl ET 
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【211】 ÓG/ux-b-z-—3x-c25K f(z). 
BS ”因为 f(z 十 1)==(zx 十 1)* 一 5(zx 十 1) 十 6, 于 是 , f(x)= 二 =x? 一 5z 十 6. 


p &Rf(zl)-s-L. drk fo. 
& OmExf(zL)-(eLl) 一 2, 于 是 for. 


p] &/(L)---V/rFz£ (zx>0), 求 f(z). 


1 2 
1+4/1+ (> : 
解 因为 /( 士 )= ar: FE Sfo Ate, 
x 


证 明 : 下 列 各 函数 在 所 给 区 间 内 是 单调 增 函 数 . 
【214】 f(x)=zx: (0xzr--oo). 
WE ” 当 z 之 zi 过 0 时 (其 中 no 为 任意 两 点 ,下 同 )， 
f(z2)— fGi)—2$ — ri = Gà — axi) (xi i970, 
于 是 , f(x) 二 xz? 在 0a T oo Wy Jé FR ALTE PRÉC 


[215] f(x) —sinz( a ). 


证 — nn AA 


ox oorvtir oom X—X 2T 
2 AE < 2 及 0< 2 < 2" 
: xi dx; 2o —534 
所 以 ，cos ex 6 及 sin 20. 
XB 
f(x)— f(x) —sinz; — sinz, —2cos zta sin >0, 
所 以 , f Cc) = sinz 4£ — 5-5 VI Jc SÉ RET UG 
VE ENS JA. 
【216】 fG)-tnz(— 4-2. ). 
" sinz:  sinzi;  sinz;?cosz; — COST? SİNT] = sin( wy — 2) 
证 fn) fin ) tanws tenia COST? COSZ1 COSZ1I COSI? COSZ1 * COSI? f 
4-5 <r: n «HB coss: 70, cosr; —0 及 sin(zz 一 zi) 二 0, 从 而 可 知 
fiGi)— fG)2»0, 
所 以 ,jFCz) 一 tanz 在 一 闵 <z<< 斑 内 是 单调 增 函 数 . 
[217] (zxz) 王 2z 十 sinz (一 cco<z< 玫 十 co). 
提示 “注意 不 等 式 | sinzz 一 sinzl |< |z: ~x | , 即 易 获 证 . 
证 (zz) 一 Fzi) 一 2(z: 一 习 ) 十 sinzs 一 sinzl， 
因为 
| sinzz: — sinz; —2 cos iE sin 2 m <2 | sin LC MEET «2 zoom imt | 5 
2 2 2 2 


所 以 , 当 xiu 时 ,有 
— (x; —x,)Xisinz; — sinz rs — Zr. 


从 而 ， 
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2x; — xı )+ sinz: —sinz; 226r; — 31) — (zs — 1) =z: — 14750, 


Bl fCr;)— fCGri 220, FÆ, f (2 — 2x-F- sinz YE — 6o — x -+ oo Jg E B VAL HS eR RC 
证 明 : 下 列 各 函数 在 所 给 区 间 内 是 单调 减 函 数 . 


[18] f(x)=zx: (—ee-zxxO). 


证 fCGxj)— fGn —9 Gea — xi Gra dox) 2 0. Gri a 0) ,于 是 , f(z) 二 xz? dg —oo— x0 内 是 单调 减 
EX. 
[219] /(2:)-—cosx (0Kr<nr). 


证 ”FF(Czs) 一 (zl) 一 coszs — cosx = 2sin i $0, 
M 0x «rmn 时 ， 
Tı Iu X2^ 2X3 Xx 
0c————«—m« RR O0« 2 «c 2" 
. xix od — Xa 
于 是 ,sin T 220, sin 2 二 0, 从 而 ， 
fiGn)— fin2«0, 
Bl f(x) cosx 在 0 二 x 二 x 内 是 单调 减 函数 . 
[220] f(x)=cotr (0—xr—:). 
^m. cosr;  cosr;  cosz;sinr, — COST: SİNT2 —sin(z; — 22) 
证 fiD0—fiD- sinz) sinz - sinz; sinz; sinz * sinzz 
( 当 0 zx, «x B. 
于 是 , f Go — cotz 在 0 二 zx 二 x 内 是 单调 减 函 数 . 
[221] 研究 下 列 函 数 的 单调 性 : 
(D f(x)=az+tb; (2) f x) — ax* bxc; Bfr) =r; 
_ax+tb — 
(D fi) S= P (50f(x)—a* (a0). 


解 题 思 路 OAR a0 A a 二 0 分 别 加 以 讨论 . 


(2) 注 意 f(x)==a (zx 十 起 ) 十 各 6 人 ,并 就 40 及 a<0 分 别 加 以 讨论 ， 


(38 ce0 4 CD. E ARR oO ER fom E E e hited- bc>0 及 ad 一 bc 二 0 分 别 
加 以 讨论 . 

(5) 就 0 二 a 过 1 及 a 之 1 分 别 加 以 讨论 . 

R (1) 对 于 zi 二 xs, 有 fOn2 — fn -—a(x;— x). 4 a0 时, 它 大 于 零 ; 当 a<0 时 , 它 小 于 零 . 所 
VA 24 2770 时 ,f(z) 是 增 函 数 ; 当 a<0 时 ,f(z) 是 减 函 数 . 
4ac— b! 

4a `’ 


C2) f(D=a(z+ 起 ) + 
(1 ) 当 a>0 M RREME DAE (E EE). 于 是 ,在 一 c<z<< 一 辫 内 ,函数 单调 下 降 ,在 
— Gabe ,函数 单调 上 升 ， 


CI aco 时 ,图 像 旺 凸 状 .于 是 ,在 一 =<z<< 一 志 内 函数 单调 增加 ,而 在 一 志 一 < 十 c 内 函数 间 
调 减 小 . 

(3) f(x5) — f Gri) zd — xd — (x; — xi ) Gri Hariz: 01)290 (>x). FÆ, f(a) 5r 在 一 ce 二 zx 一 
十 co 内 单调 增加 . 
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b—a a 
c 


artb a 


(4) f(x) — 


d 


ed v^ ug A AA c 一 0, 则 同 (1) 一 样 讨论 . 下 面 不 妨 就 c0 讨论 其 增 减 性 . 


OH 6a 全 时 ,车 z 值 单调 增加 , 则 7z) 值 减 小 .所 以 ,7z) 在 (一 co, 一 区) 及 (一 允 , 十 co ) 内 减 小 . 


(iD 当 6< 经 时 , 若 工 值 单调 增加 , 则 7z) 值 也 增加 .所 以 ,7Cz) 在 (一 =, 一 爷 ) 及 ( 一世 , 十 co ) 内 增加 . 


(5) f(z2)— f(zi)=a — a Ep x2 29a, tJ 

3 0 过 a 过 1 hf, fCr:)— fGa «0, IB] f(z) 在 一 2 之 zx 二 十 吕 内 减 小 . 
4 a1 Bb f Gr ) — f Gn )270 IER, Co) fg — eo c H co I TET. 
[222] 不 等 式 能 否 逐 项 取 对 数 ? 

提示 应 对 底 大 于 1 及 底 介 于 0 与 1 之 间 分 别 讨论 . 


WE ”不 一 定 可 以 , 当 底 大 于 1 时 才 可 以 .因为 对 于 对 数 函 数 当 底 大 于 1 时 为 单调 增 函 数 . 若 底 介 于 0 与 


1 之 间 , 则 为 单调 减 函 数 , 所 以 ,此 时 就 不 能 逐 项 取 对 数 . 
[223] i gr) pr) R f(x) 为 单调 增 函 数 .证 明 : 若 
p(X)Ef rEYz), 
则 
eL eGo ]« fL f Go ]x E 9CGo ]. 
提示 利用 函数 单调 性 的 定义 . 
WE B r 为 三 个 函数 公共 域内 的 任 一 点 , 则 
olto) Sf Cto) KPC). 
由 (1) 以 及 函数 f(z) 的 单调 增加 性 知 
FLp(zo)] 委 FLFGzo)]， oloro) dfLy zo)]; 
从 而 e LoCo) EHF zo)]. 同 理 , 可 证 fLf Ga) ]« gb 9e) ] Hi zo 的 任意 性 ,于 是 ,(2) 式 得 证 . 
求 反 函 数 x 二 g(y) 和 它 的 存在 域 , 若 : 
[224] > 一 2z 十 3 (—oo-r«-oo). 
解 z-Y, —co« y« 4- co, 
[25] y=z’. 
(1(—9e«xrx:0); (2)(0xix«-oo). 


S Ou——W/y.0xy--coo; (2)r—Wy, 0xy«-oo. 


[226] s= (Gr —1). 


解 由 于 ytry=l— RE c AERIS Em p y 71 

[227] y= v1l—z’. 

(1)(—1<z<0) (20(0xirxL1). 

解 (1)zx= 一 V1l 一 y: ,0 之 y 志 1]; (2)zx= V1 一 y ，0 委 > 魏 1. 

[228] y 二 shz, 式 中 shr= (e — 67) (—co« z« oo), 

8S BT2y-e-—e'".Hl 

(e)? — 2ye —1=0, 
解 出 e 后 两 端 再 取 对 数 , 即 得 
x=arshy=ln(y+ Vl+y ), (— oo y« oo). 
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(D 


(2) 


[229] y=thr, ÑP 证 二 


= 《一 oo 二 xc 二 co) 


i 2. 1 
解 由 于 y 一 和 于 一 人 下, 即 “一 | 汪汪, 两 端 再 取 对 数 ,并 注意 到 >0 即 一 1<y<1, 于 是 ， 
z=arthy 一 去 In 1522, —]«y«l. 


x, —oco«r«l, 
[230] 2 1xixx, 
27, 4«x« oo. 
y: —oo« y«]1, 
解 r—4/y,  1«yxl6, 
log; y, 16«y«-oo. 
[31] RAŽ fFGOESUTOSBRIX IBI C— LDR, E f( 一 z) 夺 f(z), 则 称 FCz) 为 偶 函 数 , 若 f( 一 xz) 二 
一 了 f(z) , 则 称 f(x) 为 育 函 数 . 
确定 下 列 函 数 中 哪些 是 偶 函 数 ,哪些 是 奇 函数 : 


(Df(z)=3x— 23; (2) f(z)= VI—z) + Oc; (3) f(x) =a" +a" (4770); 
0 fG) =n T5; (5) FCz) 一 ln(z 十 V Tz). 


f (1)f( 一 x)== 一 3zx 十 x 圭一 f(x), 故 为 奇 函 数 . 
(2)fC— 2) 9 (Ox 十 V0 一 x)? 二 f(x), 故 为 偶 函 数 . 
(3)f( 一 x) 二 a 十 a* 硅 f(x), 故 为 偶 函 数 . 


a» fc z)-InIti- In i= f(z) , 故 为 奇 函数 . 
(5) JC) dnt VIFF =n — m inte TT jm fcd i. 


Zz 二 Vl 二 xz 
[232] 证 明 ; 定 义 于 对 称 区 间 ( 一 /,D) 内 的 任何 函数 f(x) 可 以 表示 为 偶 函 数 与 奇 函 数 之 和 的 形式 . 
证 明 思 路 注意 , 当 一 /<z<1 时 ,有 fo) ERHO LEGO 07D ,命题 即 易 获 证 . 


证 因为 fa) ET f 0 AD 20. 


而 ESHO? gg gag, 100—102. pas uie FE KEE. 


[233] 若 存 在 数 了 二 0( 函 数 的 周期 一 一 在 广义 的 意义 上 ) 使 定义 于 集合 玉 的 函数 GO REX 
foctnD-f(iu (EE), 


则 函数 f Co) FRAN FL RB eR 3t. 
说 明 下 列 函 数 中 哪些 是 周期 函数 ,并 求 它们 的 最 小 周期 : 
(1) fx) — AcosAxt BsinAz; (2) f(x) —sinz- J-sin2z-- sinz; 
(3) f) —2tan 5- —3tan 7; (4) f Cz) ^ sin! z; 
(5) f Cz) ^ sinz? ; (6) f Cz) — y tanz ; 
CD f Cz) — tan /z ; (8) f(x) — sinz-F sin(x 42). 
提示 (〈5) 用 反 证 法 . 设 sin(Cxz-a)* —sinz?. 
fS ”对 于 (1) ,由 于 


f(z--35 ) = Acosà (2+4 ) + Bsinà (2+4 ) = Acosìz + Bsinix— f(x), 
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故 为 周期 函数 ,最 小 周期 为 r=% (A20). 同 理 可 证 : (2)、(3)、(4) 和 (6) 也 是 周期 函数 ,最 小 周期 分 别 为 


2x、6x.x 和 x. 对 于 (5), 若 周期 为 a, 即 sinCz 十 ao)2 —sinz?. 4 z—0 BlfRa— - mz (m 为 某 正 整数 ) , 代 
人 ,又 令 x 二 V2mx ，, 易 得 sin(2V2mn) 二 0. 但 2V2m 显然 不 是 整数 ,得 到 矛盾 . CF Je sina? 不 是 周期 函数 ， 
同 理 ,(7) 和 (8) 也 不 是 周期 函数 . 

[234] 证 明 : 对 于 狄 利克 雷 函 数 


工 为 有 理 数 
xco- | 
0 工 为 无 理 数 
任何 有 理 数 皆 为 其 周期 . 
WE 设 / 为 任 一 有 理 数 , 则 当 xz 为 有 理 数 时 ,x 十! 也 为 有 理 数 . 若 z 为 无 理 数 , 则 z 十 ! 也 为 无 理 数 ,所 以 ， 
xco- [^ DAHER. 
0. z 为 无 理 数 . 


BU x Crd- D — x GO UN ELI. 
[235] 证 明 : 定 义 于 共同 的 集合 且 周 期 是 可 公 度 的 两 个 周期 函数 之 和 及 其 乘积 也 是 周期 函数 . 
证 明 思 路 设 用 (zr) 及 户 (z) 为 定义 在 集合 A 上 的 周期 函数 ,T 及 T, 分 别 为 它们 的 周期 .又 设 T X 
T, A T, 的 公约 数 , 即 T, =k T, T; —k; T. XP kik: 为 正 整 数 . 于 是 ， 
filatkTi)=filx), f;Gch Tfi). 
易 证 kikoT A fiCa)- fa (x). fax) 户 (Cz) 的 周期 . 
证 设 有 (zx) 及 fo(x) 为 定义 在 集合 A 上 的 周期 函数 ,T KT: 分 别 为 它们 的 周期 .又 设 工 为 工 及 
T: 的 公约 数 , 即 T= 二 Tk ,Ts 二 Tk; ,其 中 ,ks HERS. TE, 
fiGtEhT)O—fiG) felzthiT,)= f(z). 
设 
Fi(z)=fi(z)+ f:(x), F(z)= fi (x) fz (x), 
可 以 证 明 :kks 了 分 别 是 Fi(z) 和 F(x) 的 周期 .事实 上 ,我 们 有 
Fi(z+hkiksT)= fi Geo- kk; T) + fa (x+kik: T) 9 fi(z)+ f(x)=F Go. 
Fa Ge- kj b T) — fı Ged- ys T) f: Ged- ky e T) — fı Ge f: Ge) — Fs Ge). 
从 而 ,本 题 得 证 . 
[236] 证 明 : 若 函数 f(z)( 一 2 过 x 二 十 吕 ) 满 足 等 式 fGrd- T) — kf GO) AP kA T H IE S) eC e D) 
f Gr) —a*e Go) RP a XS RECHT PCz) 为 以 了 为 周期 的 函数 . 
提示 “利用 周期 函数 的 定义 . 
WE hB 0, T750. 4 a—kT 750, N] a=k. FER f(1+T)=a" f(x). 
今 定义 函数 p(z) 如 下 :g(xz) 二 a 7 f GO. BA p(z) 是 周期 为 工 的 函数 .事实 上 ， 
9p(z 十 TD) 一 ao “+D f(x tT) =a "a "a" f (z) 2a *f(z3)—9(z). 
于 是 , fG) —a'g GO HF pCz) 是 周期 为 工 的 函数 .证 毕 . 


$ 4. 函数 的 图 像 表 示 法 
1” 要 作 函 数 y 二 f(x) 的 图 像 可 按 以 下 方式 进行 :(1) 确 定 函 数 的 存在 域 X — r} (DAA X 中选 出 充分 
密集 的 自 变量 值 zl ,zs,… ,zz 与 相应 函数 值 组 成 对 应 数值 表 
y=f(zi) (i=1,2,°,n); 
(3) 在 坐标 平面 Oty 上 绘 出 一 系列 的 点 Mi (zi ,yi) (i 二 1,2,…,n) 并 用 线 把 它们 连接 起 来 , 连 线 时 应 考虑 中 
间 各 点 的 位 置 对 曲线 形状 的 影响 . 
2” 为 了 得 到 函数 的 正确 图 像 ,应 当 研 究 这 个 函数 的 一 般 性 质 . 
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首先 必须 :(1) 解 方程 f(x) 一 0, 求 出 函数 图 像 与 Oz 轴 的 交点 (函数 的 零点 );(2) 确 定 函数 为 正 或 为 负 
时 自 变量 的 变化 域 ;(3) 若 有 可 能 ,说 明 函 数 单调 ( 增 或 减 ) 区 间 ;(4) 研 究 当 自 变量 无 限 趋 于 函数 存在 域 边界 
点 时 函数 的 情况 . 

这 一 节 里 要 假定 读者 已 经 知道 最 简单 的 初等 函数 的 性 质 ,如 寡 函 数 、 指 数 函数 、 三 角 函 数 等 

利用 这 些 性 质 ,不 用 作 大 量 的 计算 工作 ,立即 可 以 画 出 许多 函数 的 草图 ,其 他 的 图 像 有 时 就 是 这 些 最 简 
单 图 像 的 组 合 (和 或 乘积 等 等 ). 

【237】 作出 线性 齐 次 函数 ym az a —0,7-.1,2, —1 时 的 图 像 


RE ”如 图 1.13 所 示 . 


l^ 


图 1.13 图 1.14 
[238] 作出 线性 函数 > 一 z 十 2 24 5—0,1,2, — 1 时 的 图 像 . 
f ”如 图 1.14 所 示 . 
2339] 作出 线性 函数 的 图 像 


(1)y 一 2z 十 3; (2)y22—0.1z; (3)y 一 一 三 一 1. 


2 
解 如 图 1.15 所 示 . 


p^ 


图 1.15 图 1.16 


[240] 铁 的 线性 膨胀 系数 a— 1.21075. 在 适当 的 尺度 下 作出 函数 
l=f(T) (—40°<T<100°) 
的 图 像 , 其 中 工 表 温 度 (以 度 计 ),! 表 当 温度 为 工时 铁 棒 的 长 .已 知 当 了 =0" 时 ,一 100cm. 
解 ” 铁 棒 的 长 与 温度 的 关系 为 * 一 0m(1 十 cT). 
当 T=0 Bf 1100, 4& À E48 b —100. 于 是 ,1 二 100(1 十 1.2X10 怀 了 T) ,如 图 1.16 所 示 ( 两 轴 单 位 不 同 ). 
[241] 二 质点 沿 数 轴 运 动 , 第 一 质点 在 初始 时 刻 = 时 位 于 原点 左 方 20m 处 ,其 速度 为 vi — 10m/s; 
第 二 质点 在 t=0 时 位 于 原点 O 右 方 30m 处 ,其 速度 为 v 二 一 20m/s. 作 出 此 二 点 运动 方程 的 图 像 并 求 它们 
相遇 的 时 刻 和 位 置 . 
解 ”二 质点 运动 方程 的 位 移 s 与 时 间 上 的 关系 分 别 为 
5 一 10: 一 20， s=—20t+30, 
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如 图 1.17 所 示 . 解 上 述 方程 ,得 


=y Sagl 
t=1 -75> s 334m. 


即 在 运动 开始 后 1 see Ot 轴 之 下 方 3 Tom 处 相遇 ,如 图 中 点 P R. 


了 


s —10r—20 


s— —20t +30 


图 1. 17 图 1.18 


【242】 作出 二 次 有 理 函 数 的 图 像 (抛物 线 ): 


(1)y=az’ , 4 a=1, EA 1; (2)y= (x—2,)!,34 2,—0,1, 2, —1; 


(3»)y—z5 +c, c=0, 1, 2, —1. 
解 (1) 如 图 1.18 所 示 . (2) 如 图 1.19 所 示 . (3) 如 图 1. 20 所 示 . 


i^ y=x +2 


图 1.19 


【243】〗 把 二 次 三 项 式 y= 二 ax’ 十 bx 十 c 化 为 下 面 的 形状 
y=y Falr— t)’, 
再 作出 它 的 图 像 ,研究 例子 : 


(1)y 一 8z 一 2z:; (2)y=r+3r+2; (3)y 一 一 好 十 2z 一 1; (yc Tz xl. 
E ”利用 配方 法 得 


2 ENT 
»-a(z- È) ec =y a2), 


E e i 
其 中 zo » 2126-8 angi 1.21 所 示 . 
a 4a 


y y 9 yy t a(x ^ xy 


(x9. Yo) 


图 1.21 图 1.22 


()y—8x—224*—8—2(xr—2)', x72, y 一 8， a 2, 如 图 1.22 所 示 , 顶 点 A(2,8). 


3 2$. " 3. 1 
(2)y= x 3z 十 2 一 (zx =) ZI Tg ,a 二 1, 如 图 1.23 Bis DUR B(-. ra 


l^ 


图 1.23 图 1. 24 
(3)y== 一 zx? 十 2x 一 1 二 一 (x 一 1)? ,zo 二 1]， yo 二 0， a 二 一 1, 如 图 1.24 所 示 , 顶 点 C(1,0). 


=L 
2 一 了 ， 


Wy= atl LG D'un lo» 


如 图 1.25 所 示 ,顶点 DC-1,32. 


1. 25 
[244] 质点 以 初速 度 v; —600m/s 沿 与 水 平面 成 角 a— 45^ 的 方向 射出 . 作出 运动 轨迹 的 图 像 ,并 求 最 


大 上 升 高 度 及 射程 ( 取 go l10m/s! ,不计 空 气 阻力 ). 
解 ”运动 轨迹 方程 为 


gr 


= rtana-- 
z 2u cosa” 


2 


` ES 一 一 9 yi E t dem 
以 w 600, g—10, a=45 RA yx 36099 : PI 


zt qe M rg 2 
y= 36000 * 18000)* 4- 9000. 


当 7— 18000 时 ,y 值 最 大 ,最 大 上 升 高 度 为 9000mi 图 1. 26 
当 zx 一 36000 时 ,> 一 0, 即 射程 为 36000m. 如 图 1. 26 所 示 . 


36000 x 


18000 


58 


作出 下 列 高 于 二 次 的 有 理 函 数 的 图 像 : 
[2453] y=r°+1 
fg uk 1.27 Brom. 


图 1.27 
[246] »—(—z 0-42. 
解 ” 当 z= 土 1, 一 2 时 ,y= 二 0; 当 z<< 一 2 及 —1«r-—1HB.y»0; 
当 一 2 之 zx 过 一 1 及 z>>1 时 ,>y<0. 4 r<—2 及 zr 之 1 时 ,曲线 下 降 ; 


当 一 1<zx<<1 时 ,曲线 由 上 升 到 下 降 ;” 当 一 2 二 x 二 一 1 时 ,曲线 由 下 降 到 上 升 . 如 图 1. 28 所 示 . 
DQ47] y=zx’:—z. 


解 »-20-2040-2l-(s-1l). 

Sai Tabac uisu Qr el 05,0, 0),(0, 0) ,上 且 在 (0，0) 点 与 Oz f RR UJ. 
MTM 1 A. 

“amta, ?一 二 ,此 时 A( 万 二 ) 及 B( 一 房 ,二 ) 均 为 图 像 上 的 最 高 点 . 


当 0 二 zx 二 时 ,曲线 上 升 ; 当 廿 二 zx 二 十 co 时 ,曲线 下 降 . 如 图 1. 29 所 示 . 
V2 V2 


图 1. 29 1.30 
[248] > 一 z(Co 一 z)2(c 十 z)3 (a>0). 
f 3 r—0,a,—aBf,y—0.(—a,0) £ (a,0029 9] 
M 70 K r<—a t}, y>0; 4 —a<r<0 hf, y<0. 
如 图 1.30 所 示 . i 
作出 下 列 分 式 线性 函数 的 图 像 ( 双 曲 线 ) : 


eal 
[449] y= 二 


解 ” 如 图 1. 31 所 示 . 


图 1.31 


1— 
[250] y= IT. 


提示 对称 中 心 为 (一 1, 一 1). 
TIE _ 
解 y= raTa 
图 像 的 对 称 中 心 为 (一 1, 一 1), 如 图 1.32 Bros. 


【251】 把 分 式 线性 函数 


arth 
Y (rcd 


化 为 以 下 形式 grip s, 再 作 它 的 图 像 . 图 1.32 


Cad —bczE0, czE0). 


3r4-2 


研究 例子 ?一 光一 3. 


_axtb_a ct £- m —— a EN": . bc—ad EM 
NW m e d Wt 其 中 zo po» m z ,如 图 1.33 Bras. 


ro p — 
i 
i 
L 
i 
Q 


X, 


p 
Y | 3 N 
i 2 | 
QNS.» —— Ea CPUS r 
Jo - 有 — 
| 
| 


0 


图 1.33 图 1.34 


[252] 设 气 体 当 压强 p, —1Pa 时 占有 体积 Vo 二 12m’. 若 气体 的 温度 保持 不 变 , 作 出 气体 体积 V 对 压 
IR p 的 依赖 关系 的 图 像 ( 玻 意 耳 一 马 略 特定 律 ). 
解 ” 当 温度 T= 常数) 时 ,气体 体积 V 与 压力 p 成 反比 , 即 p 
pV=C, 
其 中 C 为 常数 . 
M po 二 1 时 ,Vo 二 12, 故 C= 二 12, 从 而 pV 二 12, 如 图 1. 35 所 示 . 
作出 下 列 有 理 分 式 函 数 的 图 像 : PF=12 


[253] ?一 z 十 二 ( 双 曲线 )， 


提示 “利用 图 像 相 加 法 ,将 ym Ry BR I E 0 Eg 


y 一 z 十 十 的 图 像 图 1.35 
注意 ,254 题 ,255 MA 260 题 均 可 仿 本 题 的 解法 . 
解 将 ?= 及 y 一 二 的 图 像 春 加 即 得 ,如 图 1. 36 中 黑 粗 线 所 示 . 
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图 1.36 
ps y= +> (FHERR). 
解 将 ?一 习 及 3 一 二 的 图 像 蚕 加 即 得 ,如 图 1. 37 中 黑 粗 线 所 示 . 


[255] —À 
d 


解 ” 如 图 1.38 中 黑 粗 线 所 示 . 


P 
yy=x y 
| 
NA 2k 
uum at 
[0] x 
[0] * 
1. 38 图 1.39 
二 可 
[256] pev (EA. 


解 ” 图像 对 称 于 Oy 轴 , 位 于 Oz 轴 上 方 , 最 高 点 为 (0,1). 当 工 的 绝对 值 无 限 增 大 时 ,y 值 无 限 变 小 . 如 
1. 39 所 示 . 

[2571 yo (牛顿 蛇 形 线 ). I? 

解 以 一 zz 换 z,y 值 的 绝对 值 不 变 但 改变 符号 , 故 图 像 
对 称 于 原点 . 

2x 

又 因 | lr 

3 0 二 x 二 1 时 ,y>0, 曲 线 上 升 ; 当 1<z< 十 ce 时 ,y>0， 
曲线 下 降 . 

图 像 以 Or 轴 为 渐 近 线 , 如 图 1. 40 所 示 . 图 1. 40 


[258] y= 


q,D 


x, —1xiyxl. Oo x 


1 
1—z^* 

解 ” 图像 关 于 Oy 轴 对 称 , 且 经 过 点 (0,1). 

当 0<z<1 及 xz>1 时 ,曲线 上 升 , 但 当 z= 士 1 时 ,y 无 意义 . zx 一 士 1 为 曲线 的 渐 近 线 . 如 图 1. 41 所 示 . 
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aede | ! 
IL ia Em E 
cl [0] ‘l x =h [0] d x 
Æ 1.41 图 1.42 
[259] y—-.——. 
T" 
E 图 像 关 于 原点 对 称 , 且 经 过 原点 .z 王 十 1 为 渐 近 线 , 在 (0,1) 及 (1, 十 ceo) 内 曲线 上 升 .如 图 1.42 所 示 . 
[260] y= 一 2 1 


IFz r Ir 
解 Hys R y= BUB HU WEAR o0 —1,2—0,2—1 及 y 一 0, 如 图 1.43 
所 示 . 


图 1. 43 


1 2 1 
Del v ip; A I 


解 ”图像 关 于 Oy 轴 对 称 , 渐 近 线 :z= 二 一 1,zx 二 1,zx 二 0 及 y=0. 
如 图 1.44 所 示 . 


_ (z+D)(z—2) 
Y (z—DG-T2Y 


[262] 


T------ 一 -= 一 


st 2x 
s Y Fa? 1 去 2 十 均一 2 


2x - 4i 
将 y= 二 1 及 y Grnzco-p8B8f&mm. 
如 图 1.45 所 示 . 
[263] 把 函数 


az tbzte 
air b 


化 为 以 下 形式 2 一 AZ 十 ma 十 


(al #0) 


n 图 1.45 


, 
I7 Xo 
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然后 作出 它 的 草图 .研究 例子 y 5 23. 


rcl 
CM TEN 
| a ap 一 ab ar ai nb ah) 
解 o Ege a zi TIU UTEM EE 
E 
er 
=kr+m+ — 


Kup, mma abi E a 3 s on abi). 
a; aï al al ai 


p 如 图 1.46 中 黑 粗 线 所 示 . 


N 对 于 

\ 3d _ 了 一 4z 十 3 

i zl 
ruri 
=F SEIL]! 


如 图 1.47 中 黑 粗 线 所 示 . 


图 1. 46 图 1.47 

[264] 一 质点 与 引力 中 心 相距 x. 质点 所 受 引 力 的 大 小 为 下 ,并 且 
当 x 二 lm 时 FF 二 10N, 作 出 引力 下 的 图 像 (牛顿 定律 ). F 

解 ” 由 万 有 引力 定律 知 

ped. 
X 

其 中 为 常数 . 

当 z=1 时 ,F 一 10, 从 而 一 10, 于 是 ,F 一 起 ， 9 3 

如 图 1.48 所 示 . 图 1.48 


[265] 根据 范 德 瓦 耳 斯 定律 , 当 温 度 不 变 时 ,真实 气体 的 体积 V 和 
压强 p 以 关系 式 


(oe )-»-c i^ 
相 联系 . # a—2,0—0. 1 及 < 一 10, 作 出 函数 p 一 p(V) 的 图 像 . | 
E ”由 于 
a U 3 | 

r Feni ai O 10. [4 
UNES 2 : | 
将 p—v—o 1 Pp 一 六 的 图 像 全 加 即 得 . | 
如 图 1.49 所 示 . nN 
作出 下 列 无 理 函 数 的 图 像 : | 

El 1.49 


[266] yy 二 士 V 一 x+ 一 2 (抛物 线 ). 
解 y= 一 (zx 十 2) ,如 图 1.50 所 示 . 
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图 1.50 Fd 1.51 


[267] »y—-ct«cx ( 半 三 次 抛物 线 ). 
f y= 二 zx*， 如 图 1.51 所 示 . 


[2681 y-Ei 19-7 (椭圆 ). 


Gd v. a 
[4 io 25 bL 如 图 1.52 所 示 . 


[269] y— £v —1 OUH). 
8 eyl 
如 图 1.53 所 示 . 


2 =y 
[70] > 一 士 \/ 三. 
提示 “注意 z 一 一 1 十 让 HERR xz 一 一 1. 利 用 图 像 相 加 法 即 得 所 需 图 像 (一 1< 工 二 1)， 


解 y=, r=- 


y y 


图 1.54 图 1.55 


[271] y= 土 x /100—z. 
解 ” 当 zxz=0, 土 10 时 ,> 一 0. 


将 y—x RI y= V100 一 zx 的 图 像 上 点 的 纵 坐 标 相 乘 , 即 可 描 出 图 像 . 如 图 1.55 所 示 . 


[272] y= 土 zx 和 ee Em). 
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f y:(10 一 xz) 二 x ,如 图 1.56 所 示 . 


图 1.56 
[73] y= 土 V(x:—1)(9—z’). 


解 y—-/16—G! —5) . 如 图 1.57 所 示 . 


[274] lE I y=" 4: ()n=1,3,5; 


解 ” 如 图 1.58 Bron. 


[275] FRAK y x" 当 :(1)n== 一 1， 
解 ” 如 图 1.59 所 示 . 1. y=}, 2 


图 1. 58 
[276] 作 根 式 yz 当 :(1)m=2,4; 


图 1.57 


(2)n 二 2,4,6 时 的 图 像 . 


3; (2)n 二 一 2, 一 4 时 的 图 像 . 


(2)m—3,5 时 的 图 像 . 


图 1.59 


解 ” 如 图 1. 60 所 示 . 


图 1.60 
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Q77]) X: (Dm-—2.k—1; (2)m—2,k—3; (3)m—3,k—1; (4)m—3.k—2; 
(5) m—3,k—4; (6)m—4,k—2; (7) m—4,k—3. 


作 根 式 y= Vx 的 图 像 . 
解 ” 将 所 给 数据 代入 y= Vz” ,可 知 : 


(1) 即 y 二 Vz 的 图 像 , 见 图 1. 60; (2)y 二 x Vr ,如 图 1. 61 所 示 :1; 
(3) 即 y= 的 图 像 , 见 图 1. 60; (4)y 二 Vz ,如 图 1.61 所 示 :2; 
(5)y— x ac ,如 图 1.61 所 示 :3; (6) 即 y= Tx [ 的 图 像 ; 


(y= SYT ,如 图 1.61 所 示 :4. 


图 1.61 


【278】 作 指 数 函 数 ya" 当 4 一 方 ,1,2,e,10 时 的 图 像 


解 ” 如 图 1. 62 所 示 . 
[279] 作 复 合 指数 函数 yen 的 图 像 , 设 : 


1 1 1 
(Dy-z; (2) 太一 一 Z2; (3) 一 二 (4) yu (6) ——31 (60 y 一 


解 (OD 如 图 1.63 所 示 ; (2) 如 图 1. 64 所 示 ; (3) 如 图 1.65 所 示 ; 
(4) 如 图 1.66 所 示 ; G) 如 图 1.67 所 示 ; (6) 如 图 1.68 所 示 . 


bd 


图 1.66 图 1.67 


[230] 作对 数 函 数 y 一 log.z 当 4 一 去 ,2,e,10 时 的 图 像 . 
解 如 图 1. 69 所 示 . 


66 


y 2 In(-x) 
-i D 
` 1. 69 1.70 


[281] 作 下 列 函 数 的 图 像 :(1)y==ln( 一 x); (2)y=-—lnz. 
解 ” 如 图 1.70 所 示 . 
[282] 设 : 


(1) y 1-cz'; (2) y —(G—0DG-—2)(x—3»); (3) seit, (4) »-ii (5) 一 1 十 ez. 


IFz 
作出 对 数 复合 函数 y=lny 的 图 像 . 
解 (1) 如 图 1.71 所 示 ; 
(2) 存 在 域 :x 这 3 或 xz 二 1. y—In| x—1 | 十 2ln|zx 一 2| 十 3ln|z 一 3| ,将 此 三 个 函数 的 图 像 释 加 即 得 ,如 
图 1.72 所 示 ; 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
[ 
1 
1 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
1 
[i 
1 
1 
[i 
1 
1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
! 
1 
1 
1 
1 
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[ 


E 1.71 E 1.72 
(3) y—In(1— x) —In(1 3-2) ,将 y—1n(1— x) & y— —InCO +r) £8 P] f$ JI Bp 48: Sn El 1. 73 所 示 ( 一 1 二 
Tl) 


(yn T Anis 1.74 所 示 , 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 ; 


(5) 如 图 1.75 所 示 . 


In2 


图 1.74 图 1.75 


[283] (EX y—1og.2 的 图 像 . 
fg ”如 图 1.76 所 示 . 


ac — arctan(-2) 


N 
x 


b . 
Ny --2sinx 
、 


图 1.76 图 1.77 


[284] (ER y—Asinz 4 A—1,10, —2 时 的 图 像 . 
解 ” 如 图 1.77 所 示 . 


[285] R% y==sin(zx 一 zo) 当 x,—0, T: x 85, 工时 的 图 像 . 


解 只 要 将 > 一 sinz IBERIA GERE RE RET. Te. DE, 即 得 ,如 图 1. 78 所 示 . 


T 


l. y= sinz; 2. y^sin(z— 4); 3. y—sin(a— 5) 4. y—sin(2—35); 5. y sin(z— x). 


4 


Fg 1.78 
[286] RX y—sinnz 的 图 像 . E n=1,2,3 7> 


f& 如 图 1.79 所 示 . 1.y=sinz; 2.y-—sin2z; 3.y-sinàx; 4. y 一 sin is 5. y=sin is 


68 


[287] 把 函数 > 一 acosz 十 psinz 化 为 以 下 形式 :> 王 Asin(z 一 zo), 再 作 它 的 图 像 . 
研究 例子 > 一 6cosz 十 8sinz. 
提示 注意 ,在 式 y 一 Asin(z 一 zo) 中 


A= Va? +e (a* +P #0), sini, cos, — o. 


于 是 ,y 一 acosz 十 psinz 的 图 像 可 经 下 面 两 个 步骤 完成 : 先 把 正弦 曲线 y — sinz i$ Ox 轴 平 移 距 离 | zo | , 然 
Js A UK de" mo KA. 
注意 zo 的 正 负 及 A 二 1 或 A-I. 


b 
= a +o < cosrd- sinz ), 
* s di War: Vat Fb ) HT 
a b a i b 2 
<1, <1 = lb 
| VUE | + 一 1 
` — b 

B nup sinn ME cmm r (D 
于 是 ， 

y=Asin(zx— zo) (2) 


其 中 A= Va 十 (a TP Z0 ,zo 适合 (1) 式 . 
(2) 式 图 像 是 这 样 作 的 : 先 把 正弦 曲线 y= sinz 沿 Ox 轴 平 移 距 离 
| zo | GE ro >0 时 , 则 向 右 移 ; 若 ro <0 时 向 左 移 ) ,然后 再 从 纵 轴 ”* 伸 长 >A 


fi C. A<1 时 为 压缩 亏 倍 ). 


1. 80 
对 于 例子 图 
y 一 6cosz 十 8sinz， A= /6 F8 —10, 
i -—$.-3 cos. >a = y 
SInZo 10 5 9 To 5 9 To 4 y | 


如 图 1. 80 所 示 . 
作 下 列 三 角 函 数 的 图 像 : 
[288] y=cosz. 
f Wn 1.81 所 示 . 
[289] »-tanz. 
解 ”如 图 1.82 所 示 . 


图 1. 82 图 1. 83 


69 


[290] y=cotz. 
解 ” 如 图 1.83 所 示 . 
[291] y= secz. 
解 ” 如 图 1. 84 所 示 . 
[292] »-cscz. 
解 ” 如 图 1. 85 所 示 . 


图 1. 84 图 1. 85 


[293] »-sin'r 
解 如 图 1.86 所 示 . 


图 1. 86 


[294] y=sin’z. 
SR ”如 图 1.87 所 示 . 
[295] y=coť z. 
解 如 图 1.88 所 示 . 


让 -一 一 一 一 
! 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
! 

T 


= 


图 1. 88 图 1.89 
[296] y-sinzsinàz. 
解 ?一 二 (cos2z 一 cos4z). 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . AMH n 将 y= 二 cos2z R y=- costz 的 图 像 
叠加 即 得 . 如 图 1.89 所 示 . 
[297] > 一 士 Vcosz. 
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解 图 像 关 于 Oz 轴 及 Oy 轴 均 对 称 ,是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,如 图 1. 90 所 示 . 


作 下 列 函 数 的 图 像 : 

[298] y=sinz’. 

解 题 思路 ”图像 关 于 Oy 轴 对 称 . f( V/ nx) —0 Ca 一 1,2，…)，, 且 lim( V/ Dx — n2) —0. 由 于 sinz? 
<r dh ART AAA A y 二 Xx? 的 下 方 . 

解 图像 关 于 Oy 轴 对 称 . 因为 

fA) =f Vn) 9 — f. Vnr)=0. 

并 且 lim(CVCz 二 Dr 一 Vnr) 一 0, 所 以 ,曲线 和 横 轴 的 相 邻 交 点 的 相互 距离 所 成 的 数列 的 极限 为 零 

由 不 等 式 sinr «a ,我 们 知道 这 条 曲线 位 于 抛物 线 y — a^ 的 下 方 . 如 图 1. 91 Bron. 


人 > 


"o d 
[299] y=sin I 


解 题 思路 ”一 1 三 y 二 1. y—0 为 渐 近 线 . 图 像 关 于 原点 对 称 . 当 工 无 限 接近 0 时 ,函数 在 一 1 与 1 之 间 
摆动 ,并 且 凝 聚 于 原点 O. 
解 —1«y«l. limy=0, y—0 为 渐 近 线 . 


当 二 由 十 cc 减 小 到 过 时 , 则 二 由 0 增 大 到 于 ,而 y 由 0 增 到 1; 但 当 工 由 过 减 小 到 过 , 则 二 由 至 增 大 


8127 imi y 由 1 减 小 到 一 1. 当 z= 二 时 ,y 一 0 等 . 因为 y 是 奇 函 数 , 故 图 像 关于 原点 对 称 . 当 工 无 限 接近 0 


时 ,函数 在 一 1 与 1 之 间 摆 动 ,并 且 凝 聚 于 O 点 ,而 在 点 z 一 0 处 ,函数 y 没有 定义 .如 图 1. 92 所 示 . 
了 


图 1. 92 
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[300] >y 王 zcos 

BE «ys. limy-ee. 

IEEE E - 

M a (k 二 0, 士 1, 士 2,…) 时 ,y= 二 0. 

当 x2 .y 单调 增加 ,因为 y 是 奇 函 数 , 故 图 像 关 于 原点 对 称 . 
而 在 点 x 二 0 处 ,函数 y 没有 定义 . 

当 r 无限 接近 0 时 ,函数 作 无 限 次 衰减 摆动 ,并 凝聚 于 O 点 ,如 图 
1.93 所 示 . 


ion di 
[301] »-tan "x 


图 1.93 


解 当 z 一 广 (一 0, 士 1, 土 2,….) 时 ,y 一 0. 


当 rz ry (一 0, 士 1, 土 2,…) 时 ,yco， 

当 z>2 时 ,y>0, 且 当 xz 十 co 时 ,y->0. 因 为 y 为 奇 函数 , 故 图 像 关于 原点 对 称 . 
当 co 时 ,图 像 凝 聚 于 O 点 ,而 在 点 z= 元 和 及 0 处, 函数》 是 没有 定义 的 . 
如 图 1.94 Brzn. 


[302] > 一 z(2 十 sin 1). 
解 “ 先 作 y 一 zsin 二 的 图 像 . 因为 y 为 偶 函 数 , 故 图 像 关于 Oy 轴 对 称 . 


M z= 


2 E e) E vo =L 总 一 二 二 
GEREDz É 0,1,2, ) i}, y= +z. Mx En (R 一 土 1, 士 2,…) 时 ,y 一 0. 


当 iy 单调 增加 , 且 有 
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如 图 1.95 Brzs (在 点 x 二 0 处 无 定义 ). 


图 1. 95 


其 次 ,再 将 函数 ym 22 B y= rsin 二 的 图 像 乔 加 ”，, 即 得 
>=z(2+sin 二 ) 
的 图 像 ,如 图 1. 96 所 示 . 
*) 此 结果 参看 本 章 8$5. 
[303] y fa sin 5, 
E ”图像 关 于 原点 及 Oy 轴 ,Oz 轴 均 对 称 , 由 于 


A xym^l—zr C(|[x|xD, 
Ai LS DET +y —1 内 . 


将 函数 y — VIr 5j y— sin 二 的 纵 坐 标 对 应 相 乘 , 即 可 


描 出 所 求 的 图 像 . 
如 图 1. 97 所 示 . 


|J sinz 
y———, 


[304] 


解 limy=1. limy-0. 
r-0 reo 


由 于 |y| 入 下 , 故 图 像 在 ?一 一 二 及 y 一 二 之 间 . 又 图 像 关于 Oy 轴 对 称 . 当 z 一 kx 时 ,y 一 0 Q=, 


t2, ). 
如 图 1.98 所 示 . 


1.98 
[305] »-—ecosz. 
解 ” 由 于 一 e* 寺 ye , 故 图 像 在 y 二 e” 及 y 二 e 之 间 . 
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当 r—(2k-1) s (k—0,c1,—2,--)Hj.y—0.H lim y—0,1H lim e*cosr 却 不 存在 . 


如 图 1.99 所 示 . 


图 1.99 
[306] y=+£2 ~" ysin rz . 


解 ” 当 2k 之 x 过 (2k 十 1) (4==0, 土 1, 土 2,…) 时 ,y 值 才 确定 . 当 k— 2b My x2. 
图 像 关 于 Ox 轴 对 称 . lim y 一 0， 而 lim y 不 存在 . 如 图 1.100 所 示 . 


图 1. 100 


— COST 
[371 y= 


1 1 1 ER . ; 
WO “一 于 二 入 y 和 于 二 ,图 像 在 ?一 一 于 二 及 ?一 于 二 之 间 , 且 关于 Oy 轴 对 称 . 


limy—0, limy=1. 
0 


ro 


如 图 1. 101 所 示 . 
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[308] »-ln(cosz). 
解 “ 存 在 域 是 使 osz>0 WF KA (U-DI UHD) (一 0, 士 1, 士 2,…) 的 全 体 . 函数 y 是 以 
2x 为 周期 的 周期 函数 . 在 区 间 (一 至 ,0 ) 内 ,y 单调 增加 , 且 ><0. E (0, ) 内,y 单调 碱 小 ,y 二 0, 最 大 值 


是 y=lncos0=0. 
又 lim y= lim y=— æ. 如 图 1. 102 所 示 . 


— 2 —-— 
T 2*9 t5 0 


【309】 y=cos(lnz). 
解 ”存在 域 为 数 z>0 的 全 体 . 


当 pef (&—0, 41,432, ) if, y=0. 24 z— e (k—0,431, 2,28], y=1; 


而 当 z 一 er 时 ,y 一 一 1. 图 像 始 终 在 直线 y— — 1781 y— 1 之 间 摆 动 , 而 且 越 靠近 原点 时 ,摆动 越 密 . 
如 图 1. 103 所 示 . (两 轴 所 取 的 单位 不 一 致 ). 


[310] me 
解 y>0. 函数 > 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 
当 0<z< 互 时 ,y 单 调 碱 少 ; 当 于 <z<x 时 ,y 单调 增加 . 又 有 


limy— lim y— oo. y m 为 区 间 (0,x) 内 函数 y 的 最 小 值 . 


同 理 ,x h x A En y 由 0 增 到 二 ;而 由 亚 到 2x 时 ,y 由 


Jagd o. dm yes lim y=0. 
È r-*x0 r-*2x—0 


如 图 1.104 Brzn. 


LE 


作 下 列 反 三 角 函 数 的 图 像 : 
[311] »-arcsinz. 
SE ”如 图 1. 105 所 示 的 AB 段 曲 线 . 


图 1. 105 


[312] »-arccosz. 
fk ”如 图 1.106 所 示 的 AB 段 曲线 . 
[313] y=arctanz. 
解 ” 如 图 1.107 所 示 的 AB Eri x. 


[314] y=arccotz. 
解 ” 如 图 1. 108 所 示 的 AB 段 曲 线 . 


[315] y=arcsin il. 
解 ”图 像 关 于 原点 对 称 . 存在 域 是 区 间 ( 一 ,一 1] 和 [1, 十 =). 
当 1<x< 十 wo 时 ,由 于 十 单调 减少 ,所 以 ,y 也 是 减 函数 , 且 有 
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1. 108 


如 图 1.109 所 示 . 


to|[3 
I 
I 
I 
I 


-1 o 
| 
上 
I T 


图 1.109 图 1.110 
z A. 
[316] »y-arccos rs 
解 ” 存 在 域 是 区 间 ( 一 co ,一 1] 和 [1, 十 ce). 
当 1<z< 十 co 时 ,由 于 二 单调 减少 ,所 以 ,y 是 增 函数 , 且 有 lim y 一 0，lim y=, 


同 理 , 当 一 2<x< 一 1 时 ,y 单调 增加 ; 且 有 lim y— lim y— 5. 
如 图 1. 110 所 示 . 

[317] »-arctan L, 

解 “图像 关 于 原点 对 称 . 

当 470 时 ,由 于 二 单调 减少 ,所 以 ,y 是 减 函数 , 且 有 


T 


lim y—-»-, lim y=0. 
z= 十 0 2 rd 
如 图 1.111 所 示 . "E 
: R 2 
[318] y=arcsin(sinz). 
提示 ”注意 , 当 一 子 十 2kx<<z 世 也 十 2kx 时 ， 1.111 


y—zr—2kn  (k—0,c1,c2,--). 


8 TE 2n re SEE Dn Bt ym (c 2) + Der. 
解 siny 王 sinz， 一 


3x 
2 


SE s a 2m. 


. 3 
E Jb 4 — rS Hym x M T EET yo acia 


一 般 地 , 当 一 于 十 2kr<z 和 -全 十 2kr 时 ， 


yy 一 工 一 2Rr (AR 一 0, 士 1, 士 2,…); 


ifj 34 T. E 2n re SR E 2n 时 ， 


y 一 (一 工 ) 十 2Ar. 
如 图 1. 112 所 示 . 
[319] y=arcsin(cosz). 


图 1. 112 


提示 “注意 , 当 (24 一 D)x<xz<2kr S y= (4 x) - 2x (670 1,2, ). 


当 Zen a RE Dx ym (4p 2) +2kr. 
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解 siny—cosr, 
因此 , 当 一 zx 委 z 委 0 时 ,y 一 到 十 zi 


当 0 委 z 委 r 时 ,一 到 一 zi 


一 般 地 , 当 (2k 一 1)x 二 x 三 2kxr Hj, 


y- (3-2) 2er 6-0, £1, 52,72; 
而 当 2bne re E D IE ym (Fa) 2n. 
如 图 1.113 所 示 . 

[320] y=arccos(cosz). 
BE cosy 一 cosz，0 委 > 委 r. 
因此 , 当 0 委 z 委 rr 时 ,> 一 zi; 当 r 委 z 委 2x 时 ,y 一 2r 一 Z; 
当 一 r 委 z 委 0 时 ,> 一 一 工 . 
— f b, 34 (25 — Dx rx 2km Hj, 
y 一 一 Z 十 2&r (k20,1,t2,-); 
而 当 2&x xx ORT 10 mxH[.y-—ax—2km. 
如 图 1.114 所 示 . 
[321] »-arctan(tanz). 


Ae. 


解 tany—tanz, ste 2 


Bb 34 — T 2 yz 


MA crc ym ani 


x PE Lc I My e. 


—BUt 34 — 5 Een n Hkr 时 ,y 一 zx 一 Ar (k—0,41,42,--). 


如 图 1. 115 所 示 . 
[322] »-arcsin(2sinz). 


解 siny—2sinz, CFS). 


存在 域 为 区 间 | 一 于 ,到 ]. [95,78 |],… 的 全 体 . 
即 | 一 于 十 tx, 到 十 tx ] (70:31 2,88. 


利用 复合 函数 作 图 法 得 其 图 像 ,如 图 1. 116 所 示 , 它 关于 原点 
对 称 . 


[323] 设 :(1) 一 1 一 二; (2) y= 
fE PRÉC y— arcsiny, 的 图 像 . 
解 (1) 存 在 域 为 满足 不 等 式 0<z<4 的 数 r 的 集合 . 当 0<z<2 时 ,y 由 了 减少 到 0; 而 当 2 入 z<4 


pb 


2: ^ 
Ip” 1 十 工 


时 ,y 由 0 减少 到 一 了 如 图 1.117 所 示 . 
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图 1. 117 1.118 


(2) 图 像 关于 原点 对 称 . 存在 域 为 全 体 实数 . 当 工 由 0 增 到 1 RE Hl PESO HC BC y b OST. 


而 当 >l b, LOS M ORC BC HERDE 0, 且 lim y=0. 如 图 1. 118 所 示 . 


(3) 要 


二 |<1, 只 要 Zz 之 0, 故 存在 域 为 x 之 0 的 数 工 的 集合 . 当 工 由 0 增 到 1 BIER 1 减少 到 0， 
T X 

而 y WAARD oTM c h 1 BI-- oo E Eh 0 减少 到 一 1, 而 y 由 0 RPSL TH. lim y— 4. 
如 图 1. 119 所 示 . 


(A f£ TES — oo x0 的 数 zx 的 集合 . 当 工 由 一 ce 增 到 0 时 ,e 由 0 增 到 1, 而 y 则 由 0 LEE 如 
图 1. 120 所 示 . 


l^ 


Æ 1.120 


[24] 设 : 


1 1 
(1)y =z’; (Dy; (3) 一 lnz; Ww 


TE PRÉC y — arctany; 的 图 像 . 

f& (1) 如 图 1.121 所 示 的 AB gti 
(2) 如 图 1.122 所 示 . 

(3) 如 图 1. 123 所 示 的 OA 曲线. 


CD VI 2r HJAR. P c h OMAE, LH eoe pL 1, 
T T 
而 y 则 由 吾 减 到 至 . 
余 类 推 ,如 图 1. 124 所 示 . 


图 1.121 


1. 124 图 1.123 


[325] 已 知 函数 y=f(z) 的 图 像 , 作 下 列 各 函数 的 图 像 : 
(1) Y= Fm WN js G»y-—f(—2a. 
解 CORE y= 一 f(z) 的 图 像 和 函数 y= 了 f(z) 的 图 像 关 于 Oz 轴 对 称 . 如 图 1.125 所 示 . 


图 1.125 图 1.126 


y=-f(x) 


(2) 函 数 y= f 2 BA RRA BR C y= £C B8 EL ORT. Oy 轴 对 
称 . 如 图 1.126 所 示 . 

C3) PRAE y= 二 一 f( 一 zx) 的 图 像 和 函数 > 一 yz) 的 图 像 关 于 原点 对 
称 . 如 图 1. 127 所 示 . 

[326] 已 知 函 数 y= 二 f(z) 的 图 像 , 作 下 列 各 函数 的 图 像 : 


(1)y= fir— zr); (2)y= yo - f x — 1925 
(3)y— f(22); (4) y— fCGEx-- b) (k#0). Lo 
解 DRAX y 二 f(z 一 zo) 的 图 像 可 由 y= f GO BS EL CE E BS y--f(-x) 
[xs | 得 出 . 图 1.127 


ER UN 时 ,向 右 平移 ; 当 zo 过 0 时 ,向 左 平移 . 

如 图 1.128 所 示 . —— 

(2) 函数 y 二 wo 十 f(x 一 xo) 的 图 像 可 由 y= 二 f(x) 的 图 像 先 平移 距离 |zxo | ,再 上 下 平移 距离 |y | 得 出 ,其 中 
当 yo290 时 ,向 上 平移 ; 当 yo 二 0 时 ,向 下 平移 . 

事实 上 ,只 要 先 将 坐标 原点 平移 到 点 (zxo ,yo). 坐标 轴 的 方向 均 不 变 , 再 在 新 坐标 系 中 作 y 二 f(x ) 的 图 
像 ,其 中 y =y— yo , T =L To. 

如 图 1.129 所 示 . 
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y2ytf(x-x) 


— 
€ 


| 


1.128 图 1.129 
(3) 函 数 y — f (220 8 PLE RT Bi y 二 f(x) 的 图 像 沿 Oz 轴 方 向 缩小 二 倍 得 出 . 
图 像 如 图 1.130 所 示 . 
(4)y 一 Cez 十 0 的 图 像 可 由 y 二 f(x) 的 图 像 先 沿 Ox 58 75 EA” ECOL R1 时 ,理解 为 “放大 ”). 
然后 再 将 所 得 图 像 平移 距离 15|. 
图 像 如 图 1.131 所 示 . 


y= f(Ax b) 


y- f(x) 


1 
1 
1 
1 
I 
1 
I 
1 
1 
1 
l 
1 


1 
l 
| 
i 
| 
| 
l 
1 
i 
1 
1 
| 
1 
| 

b 
2 


b, a, x 
图 1.130 图 1.131 
[327] 作 函 数 的 图 像 : 
(1)y 一 2 十 V1—z5(2)y-1—e7,()y-In(1d-2) (4)y=— -F arcsin(1 +z); (5)y=3+2cos3z. 


f& (1) 如 图 1.132 所 示 . 
(2) 如 图 1. 133 所 示 . 


(3) 如 图 1. 134 所 示 . 
(4) 如 图 1. 135 所 示 的 AB 段 曲线 . 
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图 1.134 1.135 
(5) 如 图 1. 136 所 示 . 


[328] 已 知 函 数 y= 二 f(z) 的 图 像 , 作 下 列 函 数 的 图 像 : 
(1)y=|f(z)|; Q3y- S+S); Gyy- LIS I — fa]. 


解 OM f(x) 宇 0 时 ,y= 二 f(x); 当 f(x) 二 0 时 ,y= 二 一 f(x); 如 图 1.137 黑 粗 线 所 示 . 
(2) 当 f(z) 宇 0 时 ,y= 二 f(x); 当 f(z) 二 0 时 ,y= 二 0. 如 图 1.138 黑 粗 线 所 示 . 


»-lfG) safo y= ifo) /00) 


图 1.137 
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(324 f(x)2E0 时 ,y= 二 0; 当 f(z) 二 0 时 ,y= 二 一 f(x); 如 图 1.139 黑 粗 线 所 示 . 


A 
a” 
af 


y= AFON 
P4 


1 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
$ 
[ 
1 


[=I 
/ 
图 1.139 
[329] 已 知 函 数 > 一 FCz) 的 图 像 , 作 下 列 函 数 的 图 像 
O»y-f'G); (2)y= f); (3) y-InfCz) ; 


(4y- fLf Go]; (5)y—sgnf(x); (6 y— Lf Go ]. 

8 DA y==1 为 图 像 的 分 界线 . 

如 图 1.140 所 示 .1:y= 二 f(zx); 2i:y—f*CGo. 

(2) 当 f(z) 之 1 时 , Vf) <fa) M Ofa) t, Vf) > fa). 
如 图 1.141 所 示 . 1:y— fl); 2: y= Vf). 


图 1.140 图 1.141 


(3)34 fx) >l Bf Inf Cz) f(x) ifj 24 0 f(x) 1 Bf, Inf zr) f Go) BR y= lfa) 8 Fel f $6 AE 
y— fG)Z F. 如 图 1.142 所 示 . 

(4) 若 y= 二 f(z) 的 存在 域 为 [a,5j, 则 仅 当 f(x) 之 值 在 a 与 5b 之 间 , 才 能 使 fL f(x)] 有 意义 .其 详细 作 图 
法 见 330 题 (3). 

如 图 1.143 所 示 . 1: y flr); 2:y==fLf(z)]. 


y 


y=f(x) 


! y=ln f(x) 


[~ E a € M 


Q 
a 
E 


图 1.142 图 1.143 


83 


(5) 当 f(x)250 Bf ,y— 1,24 f(x) —0 If, y=0; 4 f(z) 二 0 时 ,y= 二 一 1. 如 图 1.144 所 示 . 
(6) 34 nxt f Cx) «n 1 时 ,y= 二 n(n 为 正 整 数 ). 如 图 1. 145 所 示 . 
其 中 图 1. 144 及 1.145 均 为 黑 粗 线 所 示 的 图 像 . 


图 1.144 图 1. 145 
[330] 已 知 函数 y= 二 f(x) 和 y 二 g(x) 的 图 像 , 作 下 列 各 函数 的 图 像 : 
(1)y= f(z)+g(zx); (2)y=f(z)g(zx); (3)y= f[Lg(z)]. 
解 (1) 利 用 图 像 相 加 法 即 得 . 如 图 1. 146 所 示 . 
(2) 利 用 图 像 相 乘法 即 得 . 如 图 1. 147 所 示 . 


|” 


y= f(x)* g(x) 


y=8(x) 


y- f(x): g(x) 


ol x 
1.146 图 1.147 
(3) 如 图 1. 148 所 示 . 设 已 点 是 Oz 轴 上 横 坐 标 为 z 的 点 .通过 已 点 引 铅 直线 . CA y= g) B8 EE Rf 
交 得 Q 点 (当然 假定 值 PQ 在 f(z) 的 存在 域内 ). PQ=g(z). 过 Q 点 引水 平 线 , 它 与 y=r ZFR AR 
作 铅 直线 与 Oz 轴 及 y= 二 f(x) 分 别 交 于 工 点 及 S 点 , 则 OT 二 TR=PQ==g(z) ,因而 TS=f[g(z)]. 最 后 ,把 
S 点 向 通过 已 点 的 铝 直线 投影 得 M 点 ,此 即 函 数 y 二 f[g(z)] 图 像 上 的 一 点 . 至 于 该 图 像 上 的 其 他 点 , 同 法 
求 得 . 但 要 注意 ,函数 y= f[g(zx)] 的 存在 域 是 满足 不 等 式 
a<g(r)<b 
HR r URA, Rpa bE f(z) 的 存在 域 . 


1.148 
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利用 图 像 的 加 法 , 作 下 列 函数 的 图 像 : 
[331] > 王 1 十 z 十 ez. 
fj un 1.149 所 示 . 


图 1. 149 图 1. 150 


[3322] »—-c-D-cTGo-10*. 

解 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 如 图 1. 150 Bron. 
[333] »-zr-sinz. 

解 ” 如 图 1.151 所 示 . PQ — P;Q; ==]. 


图 :1.151 图 1.152 


[334] »-zr-arctanz. 


地 ,在 平行 线 y 一 z 十 (24 十 1) -2 及 y 一 z 十 (2 一 1)- zB 
(一 0, 士 1, 士 2,…), 有 类 似 的 一 支 . 
[335] >y 王 cosz 十 i cos2z+ 于 cos3z. 


解 ”图像 关 于 Oy 轴 对 称 , 且 关于 直线 z 一 Ar 对 称 . 周 
期 为 2x. 
如 图 1. 153 所 示 . 
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[336] y— sinz— T siniz-- I-sina. 

解 ”图像 关 于 原点 对 称 ,周期 为 2r, 且 有 f(z 十 xn) 二 一 f(z), 故 在 [0,2xj 内 图 像 关于 直线 z= 二 x 反对 
称 " .因此 ,我们 只 需 做 出 [0,z] 内 的 图 像 即 可 . 

如 图 1.154 所 示 . 

*) 即 关于 点 区 对 称 , 也 称 之 为 以 区 为 周期 的 反 周 期 函数 . 


Į? 


* 
图 1.154 1. 155 
[337] »-sin'z-cos'z. 
解 ”图像 关 于 Oy 轴 对 称 .周期 为 也 .如 图 1.155 所 示 . p 


[338] y=|1—z|+|1+z]. 
解 ” 当 一 1 三 x 过 1 时 ,y=2; N / 
M ze —] Hf, y=— 2z; 2 


M r>l 时 ,y 一 2z. 
如 图 1. 156 所 示 . 
[339] y= | 1 一 z| 一 |1+z|. -1 O 1 x 
解 ” 当 一 1 和 xz 秋 1 时 ,y 王 一 2z; 当 z< 一 1 时 ,y= 王 2; 当 z>>1 时 ,>y 一 一 2. 
如 图 1. 157 所 示 . 


TÉ 
图 1. 157 图 1.158 
[340] 作 双 曲线 函数 的 图 像 ; 


(1)y 一 chz, 式 中 chz— Ce; 


(2)y 一 shz, 式 中 shr— (e —e™); 


(3)y 一 thz, 式 中 thz= SE 


f 如 图 1.158 所 示 . 
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利用 图 像 的 乘法 , 作 下 列 函 数 的 图 像 : 
[341] »-zsinz. 
B 4 r=kr (k=0, +1, +2,- ) if, y=0. 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 


M z—— ik 时 ,y= 二 Zz; 又 当 z— S Ee 时 ,y 王 一 工 . 


如 图 1. 159 所 示 . 


图 1.159 图 1. 160 
[342] > 王 zcosz. 
解 图 像 关 于 原点 对 称 . 
M r= (EE D S (0, £1, 32,0 BE y=0; H r=2kr BE y x; z— QE Dn Bl y— a. 
如 图 1.160 所 示 . 
[343] y=zr sin’ z. 5 
解 ”只 要 将 图 像 y—csinz 作出 后 ,再 按 329 题 (1) 的 作法 画 出 . | ysx 
如 图 1.161 所 示 . 
其 实 ,我 们 也 可 由 下 列 几 点 画 出 该 函数 的 图 像 : 
0<y<z’; 
当 z 一 Ar (k= 二 0, 土 1 ,十 2,…) 时 ,y 二 0; 


当 z—(bFD t y=. 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 


—_sinz 
[344] y EE 


解 ”图像 关 于 原点 对 称 . 图 1. 161 


-" eum E ro 3X CPC: MC RA. iu s.s 
当 z= 二 kx (& 一 0, 士 1, 士 2,…) 时 ,y 一 0; 当 工 2 "kx 时 ,y ypz“ 2 +2kr 时 ,> EE 


当 r—ool,y-0. 如 图 1. 162 所 示 . 


2 


[345] y=e-* cos2zr. 
So 因 一 ”之 y<e”, 故 图 像 在 图 像 y=e k y-—e7 zB. 
如 图 1. 163 所 示 . 


[346] y= zsgn(sinz). 
解 ” 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 
当 r=kr(k=0, +41, +2, it, y=0; 4 2&5x— x (2k lx 时 ,> 一 z; 当 (2 十 1)r<z<(2R 十 2)r 时 ， 


YTT. 
如 图 1. 164 所 示 . 
y 
kY =-y 了 = 
| N v | 
[ 1 i 1 
" M 


图 1. 164 1.165 

[347] »-[x]: |sinzz|. 

BR 4 r=kl(k=0, +1, +2, if, y=0; 4 n rn 10 为 正 整 数 ) 时 ,y= 二 =n | sinrz |. 

如 图 1. 165 所 示 . 

[348] > 一 cosz。sgn(Csinz). 

解 ”图像 关 于 原点 对 称 . 周期 为 x. 

当 r=kr(k=0, +1, +2, Ef, y=0; 4 2kr<r<(2k+1)n Hf, y= cosx; 4 (2k+1)n<r<(2k+2)r 
时 , y= —cosz. 

如 图 1.166 所 示 . 
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—|x|. |x|«1 
0, |z|21. 
lE PRA y F(z) fka— r) 4 (0104-70, (2)a—1,(32a— 2 时 的 图 像 . 


[349] i f(z)== 


a+r), —1«zr«0, 
解 题 思路 (DAAA RACK y f GO. 由 f(z) 的 定义 得 jac 0<z<1, 
0, | z| 291. 


0, Z 委 0， 
(2) e 0<z<1， (3) y=0. 
0, rzl. 
f& (ODy-—fGOfCi-. WP f(x) 为 偶 函数 ， 
FELA y= f GO. 由 函数 f(z) 的 定义 易 得 


GF —1sm«05 
jac 0Oxcr«l, 
0, | z| 21. 


如 图 1.167 所 示 . 
(2)y— f Ge) fA 2). HRR f(x) 的 定义 易 得 


图 1.167 
0， <0; 
le 0ccre«l, 
0, zz. 
如 图 1.168 所 示 . 
(3)y— f X) fC2— x). 由 函数 f(z) 的 定义 易 得 y— 0. 
如 图 1.169 所 示 . 
y 
OQ X 
2 
图 1.168 图 1.169 


[350] 作 函 数 y= 二 x 十 VX sgn(sinxz) 的 图 像 . 

解 ” 当 2k 二 zx 二 2k 十 1 (k= 二 0,1,2,…) 时 ,sinxx 之 0,sgn(sinnz) 二 1, 因 而 ,y 二 x 十 VX. 

而 当 2k 十 1 二 x 二 2k 十 2 时 ,y= 二 x 一 Vt. 图 1.170 中 系 函数 y= 二 Vrsgn(sinnx) 的 图 像 ( 黑 粗 线 所 示 ). 其 中 
在 y 二 + 上 的 一 支 系 y= 二 Vz 十 zx 的 一 段 . 

至 于 函数 y= 二 x+ 十 V+， sgn(sinxzx) 的 图 像 如 图 1.171 所 示 . 


^ ^ 
rd 
Fd 
7 
x 
Z. 
Pe 
ui 
P d 
7 mA 1 1 rd 
图 1.170 图 1.171 


89 


s bb. za ux. 


[331] /(»-—z-z. 


AE EE OENE AE 
解 3 2- 


l| 


利用 图 像 的 加 法 ,将 函数 y= 十 及 y= 


I^ 


图 1. 172 
[3532] /(»-—zr(ü-—z». 
二 — il 1 
解 > zl 一 zz xz 1—z (1— 


利用 图 像 的 加 法 即 得 ,如 图 1. 173 所 示 . 
[353] f(zx)=sin’z. 


x? 


的 图 像 相 加 即 得 .如 图 1.172 所 示 . 


I? 


十 Dr r>0 hf y>0; x<0 时 ,y=0. 


解 y=- RAMA n 的 周期 函数 . 图 像 关于 Oy 轴 对 称 . 如 图 1. 174 所 示 . 


[354] FCz) 王 Inz. 


i^ 


图 1. 175 


解 ?一 二 . 当 0<z<1 时 ,y 由 0 下 降 到 一 <; 当 1<z<< 十 co 时 ,y 由 十 co 下 降 到 0 


如 图 1.175 所 示 . 
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[355] f(zx)=e’sinz. 
BR y 一 ecscz. 


因为 | cscz | Z1, BEDA | y | 这 e .利用 图 像 的 乘法 即 得 .如 图 1. 176 所 示 . 


PS 


| 
N---4-4-1--- 


=N 


Sly —9«uc—ly 
[356] i fGo-—4 u, —]xuxl, 
l, l«uc-oo. 
作 复 合 函 数 y= FGO RS EL B ,其 中 u—2sinz. 
解 ” 如 图 1.177 所 示 . 


当 | x—kx|x €T Ho- 2sinz; 


xA epson ana 


X: 


57 &geD-LGt|zD 和 yz)==( ”' 作 下 列 函 数 的 图 像 ， 
a^. m0. 
(1)y 王 wpLp(Cz)]; (2)y 王 YLYWCz)]; (Goy—g(gCÀ]; CODy-—9[92]. 
rzo, 
a Qeo-[7 uin el eG ]— eG. 如 图 1.178 Brzs. 
, Z 之 0， A 
(2)gLy(z)]= 全 如 图 1. 179 所 示 . 
0, EO 
x', 0 = 
(3)yLp(z)]= | 如 图 1.179 所 示 . 
0, zr«O. 
x , rzo, = 
costuco1- | 如 图 1. 180 所 示 . 
Zs 0. 
J 
[0] x 
图 1.178 图 1.180 
[3558] i 
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l, | e| <1, 2—z25, Jal 


2P(CZ) 一 e deji 及 o= " Iz | 2. 
作 函 数 : 
(1)y 王 YLp(Cz)]; (ODy—g[Q9COl: (3)y=yLg(z)]; (4)y=y[y(z)] 
的 图 像 . 


提示 (2) 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 分 别 就 0 过 z<1,1 受 xz 和 受 V3,V3 一 xz 和 受 2 及 x2 加 以 讨论 . 
解 (DeglgGO]1-—1. 如 图 1.181 所 示 . 


(2)gLy(zx)j] 二 gLy( 一 zx)j], 故 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 

M Oel B, 9G) —2—a^, BT 1«2—a* «2, 所 以 ,g[y(z)]=0. ES 

当 1<z<V3 时 , Qa) —2—25, BT —1«2—a «1. 所 以 ,gLy(z)]=1. RN 
A3 ae it, (2) —2—35 , Br —2«:2—2^ — —1, 所 以 ,gp[Wz)] 一 0. i . 
M r>2 时 , 492-2. 所 以 , eL ]—0. 图 1.181 


如 图 1. 182 所 示 . 


图 1.182 
(3»4Loco]- |" a o 如 图 1. 183 所 示 
-— " Z7. 
Hs d jelsi " 
图 1.183 
2—(2—z», |x|x2, " 
(DL 9C) ]— 如 图 1.184 所 示 . 


2， | z|>2. 


图 1.184 


[359] 把 定义 于 正 数 区 域 zx>0 的 函数 f(x) 延 拓 到 负数 区 域 <0, f Er 13 BU R: Ci ) 偶 函数 ; 
SPLIT SPELLED EE 
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(OD f(G —1—2z; (2) f(x)—2x—235; (2fG) JV; 

CD f()—sinz; fS e; (6) f) —Inz. 

解 (1)(1) 当 xz<0 时 ,定义 f(x) 二 1 十 zx, 则 f(z) 在 整个 数 轴 上 为 偶 函 数 . 

Cii ) 当 xz<0 时 ,定义 f(z) 二 一 (十 zx), 则 f(z) 在 整个 数 轴 上 为 奇 函 数 . 

如 图 1. 185 所 示 . 

(2)(i ) 当 z<0 时 ,定义 f) — —2z—a* BIET CIO <0 BE EX. fr) —2z- a 即行 . 
如 图 1.186 所 示 . 


f(x)22x4x? 


图 1.185 图 1. 186 


(3) C 1 ) 当 z<0 时 ,定义 f Gn) — V/ — x B fi s CH 024 x0 BE EX f(x) 二 一 V 一 z+ 即 行 . 
如 图 1. 187 所 示 . 

(4)( | ) 当 zz<0 时 ,定义 f(x) 二 一 sinz 二 |sinzx | 即行;(ii) 当 xz<0 时 ,定义 f(z) 二 sinx 即行 . 
如 图 1. 188 所 示 . 


图 1. 187 图 1. 188 
(5)(i ) 当 z<0 时 ,定义 F(Cz) 一 e= 即 行 ;(Cii) 当 z<0 时 ,定义 fr) =e RiT. 
如 图 1. 189 所 示 . 


1:183 图 1. 190 


(6)(1) 当 z<0 时 ,定义 f(z) 二 In( 一 zx) 即行;(ii) 当 z<0 时 ,定义 fa) — ln a0 BUT. 
如 图 1. 190 所 示 . 
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[360] 确定 下 列 函 数 的 图 像 在 竖 直 方向 上 的 对 称 轴 : 


(az! +br+c; (2)y= 二 + ^T 
(3)y= ac xc V/b—x (0<a<b); (4) y a-F bcosx. 


E (1)y=a (z+ 元 ) +Ë CAFER x 二 一 之 对称. 
(2) 显 然 图 像 对 于 直线 x 一 方 对 称 . 


(3) 显 然 图 像 对 于 直线 z=% 


(4) 对 于 直线 z= 二 kx (& 一 0, 士 1, 士 2,…) 对 称 . 
[361] 确定 下 列 函 数 的 图 像 的 对 称 中 心 : 


arb 
cz 十 di 


(1)y 一 az 十 0; (2»)y— 


(3) y ax? 十 0z2 十 cz 十 di 


(y+ sts: Oyst Y. 
解 (1) 显 然 对 称 中 心 为 (zxo ,azo 十 5) ,zo 为 任意 实数 . 
(2) 设 对 称 中 心 为 (zo,yo), 则 对 充分 大 的 zx, 有 y 使 
alrt zx) +b | a( 一 Zz 十 zo) 十 b 
Vt td Wry Cd 


由 此 易 得 mm= 一 二， 一 二 . 


C 


(3) 用 类 似 于 (2) 的 方法 ,可 得 对 称 中 心 为 (zu,yo), 其 中 


i, yo =ax - bxi d- exo td. 
(4) 类 似 于 (2), 可 得 对 称 中 心 为 (2,0). 

(5) 类 似 于 (2) ,可 得 对 称 中 心 为 (2,1). 

[362] 作 周 期 函数 的 图 像 ; 


(D y- |sinz | ; (2) y sgncosz; 


dg 7 — 


(Dy fG) ,其 中 fG) — A F (2— ) Bil oce 2LRI f GF 20 fa); 


«y-Le]1-2| 2 ]; (5)y 一 (z), 此 处 (z) 为 从 数 z 至 与 它 最 近 的 整数 间 的 距离. 


解 CORDES 1.191 所 示 , 周 期 x. 
(2) 如 图 1. 192 所 示 . 周期 2x. 


-F [0] T X 
图 1.191 图 1.192 


(3) 当 0K21 时 ,由 f(x) 的 定义 易 得 
fG--2kD — f(x) (k=0,+1,£2,), 
故 知 所 给 函数 为 以 21 为 周期 的 周期 函数 , 它 在 [0,2 门 内 的 图 像 为 一 抛物 线 ,顶点 为 (!,A). 如 图 1. 193 所 示 . 
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COD JF] RA 27? n PS. 1.194 所 示 . 
* ) 原本 该 题 为 y 一 | 工 | 一 ?| Z | , 当 emo 时 , 它 是 以 2 AAMAR. 
(5) 周 期 为 1, 如 图 1.195 所 示 . 


图 1. 195 

[363] 证 明 : 若 函数 y=FCz)( 一 cc 天 xz 所 十 co) 的 图 像 关 于 竖 直 方向 上 的 两 条 直线 + 二 a 和 x 二 
(5 这 a) 对称 , 则 函数 f(z) 为 周期 函数 . 

证 明 思 路 HER, WMA f(a 十 xX) 二 f(a 一 zx),f(b 十 Xz) 二 f(b 一 zx), 在 前 一 等 式 中 将 工 换 成 十 (b 一 a)， 
可 得 f(ib—2x)— f(2a—b— x). E AK AME 8 一 工 换 成 工 及 工 换 成 2(0 一 a) 十 z, 即 知 周期 T 二 2(b 一 a). 

证 设 z 为 任 一 实数 , 则 按 假 设 有 

fK(atz)—f(a—-zx) 及 f(btxib—f(-—z. 
在 fCad- x) — fCXa— 32 Pe xc 3f iX, atda) , 则 得 
f Gc 0) 9 f(ía— x—b-ta)-— f(2a—b— x); 


而 f(z 十 b) 二 f(b 一 zx) ,所 以 ， 
fo—z)- f(2a—b— x). 
将 b— x dj x. fC) = f(2a—2b 2). 
再 将 工 换 成 2( 一 a) 十 z, 即 得 
flz+2(6—a))= f(z), 
即 f(x) 为 一 以 2(5 一 a) 周 期 的 周期 函数 . 如 图 1. 196 所 示 . 


图 1. 196 
[364] 证 明 : 若 函数 y — f G0 C7 ee co) B ELEC P Ala, y) I BO, yı) C77 a0 8E RI , N eR 
数 f(z) 是 线性 函数 与 周期 函数 的 和 . 特别 是 , 若 yo 二 yi , 则 函数 f(z) 是 周期 函数 . 
证 明 思 路 设 zER, 则 有 f(a 十 Xz) 一 yo 二 yo 一 f(a 一 zx),f(b 十 ZX) 一 1 二 1 一 f(b 一 xX). 在 前 一 等 式 中 ， 
F rA rta), T fO x) —2yy — y) f(a-—b— 3). 再 依次 将 0 一 Z 换 成 工 及 工 换 成 2(0 一 4a) 十 Z， 
又 可 得 f(xX) 二 2(yo 一 y1) 十 f[2(6 一 a) 十 xz]. 
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4 fü Pobla ;可 证 gGn) — g[ xd 2(5— a) ]. 


fKXGa x)— yy — fla— zr), (D 
fo zx)—y—y-f(o-z). (2) 
EAP, H oc d artO a) WI f 
f(b-x)— y — y — f(2a—b— x). (3) 
将 (3) 代 入 (2) 得 
2yi — f(b—x) —2y, — f(2a—b— x), 
即 
fG-—z))-—2yi—3)0-4- f(2a—b— x). (4) 
在 (4) 中 ,将 5 一 z 换 成 x, 则 得 
f(z)=2(y1—yo)+f(2a—26+z). (5) 
再 在 (5) 中 将 工 换 成 2(6 一 a) 十 x, 则 得 
fG) 926 — y) + fL20— a) 4- x]. (6) 
e 
g'iajo r+ pz). (7) 


下 面 证 明 g(x) 一 定 是 周期 函数 .事实 上 ,由 (7) 式 我 们 有 
flz+2(6—a)]= MA 20—2)]teL x 20—2)]. 


fGe) — f[ xt 2(5—a) ]22Gy — yi:0 - gGo — gl x 2(5— a) ]. 
因此 ,由 (6) 式 可 得 
qG) — g[ x3-2(5— a) ]. (8) 
由 (7) 式 和 (8) 式 可 知 ,f(z) 是 一 个 线性 函数 与 一 个 周期 函数 的 和 . 

若 yo 二 1, 则 由 (7) 式 和 (8) 式 可 知 ,f(z) 是 一 个 周期 函数 . 

[365] 证 明 : 若 函数 y — f G0 C7 eer 09) B8 FEES T A Ala, y) MER zx 一 0 (bAa) X} ER, N K 
数 f(z) 是 周期 函数 . 

证 明 思 路 设 zER, 则 有 f(a 十 Xz) 一 yo 二 yo 一 f(a 一 xX),f(b 十 Xx) 二 f(b 一 xz). 在 前 一 等 式 中 ,依次 将 工 
换 成 I 十 (5b 一 4a),b 一 x M ix Ar MX 2b—2a-- x. T4 f(2b—2a4- x) — f(2a —2b- 3). 若 再 将 工 换 成 20 一 
2a 十 z, 即 知 FCz) 为 一 以 4(0 一 a) 为 周期 的 周期 函数 . 

证 设 z 为 任 一 实数 , 按 假设 则 有 

fK(Gactzx)—y—y-—f(a-—mi,. fbTtr-—fGo-—zx). (1 
在 (1) 的 前 一 等 式 中 ,将 工 换 成 zx 十 (2 一 a), 则 得 
fGz)—2y— f(2a—b— 2), 


即 

Foa =y Ja ex. (2) 
在 (2) 中 ,将 0 一 工 换 成 zx, 则 得 

JCz) 一 2y -— f(a-— 2b x). (3) 
在 (3) 中 ,将 工 换 成 2 一 24a 十 zx, 则 得 

f(2b—2a- 2) —2y, — f Go). (4) 


Hi (2,0048 f(2a—2b4- x) — f(2b—2a4- x) ,再 将 x 3& 2b — 2a 4- x, B 48 
fG2- fX(4G-—a)T zx). 
此 即 证 明 f(x) 为 一 以 4(5 一 a) 为 周期 的 周期 函数 . 
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[366] ik fixc-D-2fGOo.B24 0x if, f) =r zx), ERZ y— f(x) (C7 oor 
图 像 . 
解 ” 当 0<z<1 时 ,图 像 为 一 抛物 线 ,顶点 为 (去 ,地 ). 当 1<z<2 时 ,只 要 将 纵 标 放 大 2 倍 , 余 类 推 


如 图 1.197 所 示 . 


图 1. 197 


3 e= P lag, y-L-r Am nokt, y>+o; 当 一 一 cc 时 ，y 一 0. 


[367] ik f(z 十 )= 二 f(z) 十 sinz, 且 当 0 过 x 过 x 时 ,f(zx) 二 0. 作 函数 y= f) C7 oo T oo) BO E i. 
解 ” 由 题 设 知 : 当 0x<x 时 , f(x)=0; 
当 x<z 委 2x 时, 设 O-u xe WA fC) = flr tr) = flr )tsinz =sinz: ; 
当 2r<z 委 3r 时, 设 x 二 zz 二 2x,; 则 有 f(x) flr: tn) = flr) t sinr: =0; 
余 类 推 .周期 为 2x. 如 图 1.198 所 示 . 


y 


图 1.198 
[368] FRR > 一 >(z) 的 图 像 , 设 : 


Uses bE 人 


f& (1) 如 图 1.199 所 示 . (2) 如 图 1. 200 所 示 . (3) 如 图 1. 201 所 示 . (4) 如 图 1. 202 所 示 . 


(4,1) 


1. 200 1. 201 
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[369] 作出 下 列 用 参数 形式 表示 的 函数 的 图 像 , 设 : 


(1)zx=1—t, y=1—r; Q2)r=t+ ，y 一 上 十 E ; 
(3)z 一 10cost，y 一 sint (椭圆 ); (4)x-—cht, y=sht (WHA); 
R (5)x-5cos!t, y-3sin' t; 


(6)x—2(t— sint), y—2(1—cost) GER); 
(D)x—" t, y= Jt 1 G0. 

f (1)y 一 1 二 一 (x 一 1)?*. 如 图 1. 203 所 示 . 
(2) 如 图 1. 204 所 示 . 


图 1. 204 


zx 


2 
(3) 语 十 下 一 1 如 图 1.205 所 示 . 


图 1. 205 
(Dax? — y! —1. 如 图 1. 206 所 示 . 


Ur E dE 0< r«5,0« ysc3. 如 图 1. 207 所 示 . 


1. 206 图 1. 207 


(6) 如 图 1. 208 所 示 . 
(7) 如 图 1. 209 所 示 . 
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2n 


1. 208 1. 209 
[370] 作 下 列 隐 函数 的 图 像 ; 
Or — ryt y =1 04A) ; 2r +y —3ry= 0 -F JLUTJÉ £X ; 
GWT - y — 1G WR); Wr? Hyi 一 4( 星 形 线 ); 
(5)sinz— siny; (6)cos(xa*) —cos(xy); 
(TL = y (20,20); (8x—|x|»-|yl. 


解 (1) 将 坐标 轴 按 正 向 绕 原点 旋转 45^. 183r AE ER RO y' , 则 由 旋转 公 
式 得 


es y 
V2 vZ 
代入 原 式 得 
pe 
pre 
3 


如 图 1.210 所 示 . 
(2) 渐 近 线 为 x 十 y 十 1 二 0. 如 图 1. 211 所 示 . 
(3) 如 图 1. 212 所 示 . 
(4) 如 图 1. 213 所 示 . 


图 1. 211 图 1. 212 


(5)y— rc 2knz 或 y 一 (2 十 1)x 一 z (R 一 0, 士 1, 士 2,…). 如 图 1.214 所 示 . 
(6)y=x? +2k I y=2k— r (k= 二 0, 土 1, 士 2,…). 如 图 1.215 所 示 . 
(7) 如 图 1. 216 所 示 . 参看 1544 题 的 作 图 法 . 


(8) 如 图 1.217 所 示 . 图 像 包括 第 一 象限 阴影 部 分 (连同 边界 ): x 宇 0, y 宇 0 以 及 第 三 象限 的 黑 粗 线 部 
分 : y= 二 x ,Xx 二 0,y 二 0. 
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图 1.216 
[3731] 在 极 坐 标 系 (r,p) 中 作出 下 列 函 数 r= r p) h ER: 
CD)r 一 p〈 阿 基 米 得 螺 线 ); aii ( 双 曲 螺 线 ); 
(= (0 委 p<< 十 co); (D r— 27 COUP RO ; 
(5)r 二 2(1 十 cosg) OLIER); (6)r—10sinàg (IRKM); 
(7) 寻 一 36cos29( 伯 努 利 双 纽 线 ); (0g —— >l); 


天 一 
(9) p— Zmsinr. 
f (1) 如 图 1.218 所 示 . Mi M; — M; Mi, == —2m. 
(2) 如 图 1. 219 所 示 . 
(3) 如 图 1. 220 所 示 . 


"eg. 


(4) 如 图 1. 221 所 示 . 
(5) 如 图 1. 222 所 示 . 
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一 一 


图 1. 217 


了 


1. 220 


1. 221 图 1.222 


(6) 如 图 1. 223 所 示 . 
(7) 如 图 1. 224 所 示 . 
(8) 如 图 1. 225 Brzn. 


图 1. 223 图 1. 224 
(9) 如 图 1. 226 所 示 . 


图 1. 226 


[372] 利用 函数 y= 二 zx 一 3z 十 1 的 图 像 近 似 地 求解 方程 x 一 3z 十 1 二 0. 
解 ” 如 图 1. 227 所 示 . A 


»| =1>0, y| _,,=— 0.136, 


z=0 


所 以 ,在 0 与 0.4 之 间 有 一 实 根 , 约 为 0. 35. 

同 法 可 求 得 其 他 二 根 为 1. 53 及 一 1. 88. 

用 图 解法 解 下 列 方 程 : 

[373] x’—4zx—1=0. 

解 题 思路 ” 作 函 数 y 二 zx? A y 一 4z 十 1 的 图 像 ,它们 的 交点 的 横 坐 标 ro 即 所 求 之 
JR. 必须 注意 在 xs 的 邻近 研究 函数 f(x) — 6 —4Ax—1 的 符号 , 若 f(xo 一 6) f Gn) 4-0) 
二 0, 则 根 ro 介 于 zo 一 6 及 zo 十 6 之 间 , 其 中 6 为 一 很 小 的 菜 个 正 数 . 

下 列 各 题 的 思路 相同 . 

E ERI y—uc 及 y 一 4z 十 1 的 图 像 ,它们 的 交点 的 横 坐 标 即 所 求 之 根 
(图 1.128). 

在 图 示 的 根 ze 邻近 研究 函数 f(x) 一 zx’ 一 4x 一 1, 若 f(xo 一 6) f(zo 十 0) 二 0, 则 根 
xo 界 于 xo 一 6 及 zo 十 6 之 间 , 其 中 6 为 很 小 的 某 个 正 数 . 

经 判别 , 根 的 近似 解 为 一 1. 86; —0.25; 2.11. 


0.4 


图 1. 228 
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[374] x'—4rz-1-0. 


解 ” 作 函数 y=r 及 y—4Ax—1 的 图 像 . 如 图 1. 229 所 示 . 交点 的 横 坐标 即 所 求 之 根 , 其 近似 值 为 0. 25; 
1. 49. 


图 1. 229 图 1. 230 
[375] xz 一 2 一 . 
解 ” 作 函数 y= 二 2 “及 yy 二 zx 的 图 像 ,如 图 1. 230 所 示 . 交点 的 横 坐 标 为 0. 64, 此 即 所 求 之 根 的 近似 值 . 
[376] lgx=0.1zx. 
解 ” 作 函数 y—lgr R y—0.1z 的 图 像 , 如 图 1.231 所 示 . 
交点 的 横 坐 标 为 1. 37 及 10, 此 即 所 求 之 根 , 前 者 为 近似 值 ,后 者 为 精确 值 . 


1. 231 
[377] 10:—z. 
解 ” 作 函数 y=10 R y= r 的 图 像 , 如 图 1. 232 所 示 . 交点 的 横 坐 标 为 一 0. 54, 此 即 所 求 之 根 的 近似 
值 . 


图 1. 232 


[378] tanr=x 〈0 委 z 委 2r). 
解 ” 作 函数 y—tanz 及 y= 二 的 图 像 , 如 图 1. 233 所 示 . 
交点 的 横 坐 标 为 0 及 4. 49, 此 即 所 求 之 根 ,前 者 为 精确 值 ,后 者 为 近似 值 . 
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用 图 解法 解 下 列 方程 组 : 


szty =l, 
16z* +y=4. 
E dERÉY'—1—x-: 及 一 y 十 4 二 16zx? 的 图 像 ,如 图 1.234 所 示 . 
交点 为 点 A,B,C 及 万 ,它们 的 一 对 坐标 即 所 求 之 解 (近似 值 ) ; 
zj7—0.42, y:i71.19CA 点 ); 
Z2 一 0. 45, y:=0.74(B 点 ); 
x3 =0. 54, y, =—0.68(C 点 ); 
xi =— 0.57, y, =—1.26(D 点 ). 


[379] 


1. 234 1. 235 
x? +y -—100, 
[380] 
y 王 10(z 一 并 一 2). 
解 ” 作 函数 


Zz 二 y= 二 100 及 y==10(zx’: 一 z 一 2) 
的 图 像 ,如 图 1. 235 所 示 . 
交点 为 点 A,B,C D ,它们 的 一 对 坐标 即 所 求 之 解 ( 近 似 值 ): 
xi —1.30, y179.92C(A 点 ); 
Z2 一 2.30， y27—9.73CB 点 ); 
Zs 一 1.62， yi7 —9.87(C Ñ); 
zı =— 0. 62, y, =—9.98(D 点 ). 


$5. XS ATE 


1 ARBHAR BARTA m RUM ,使 得 当 rE labh, 
72< f(x)«M, 
MEKA f(z) 在 这 区 间 (a,65) 上 为 有 界 的 . 
数 mo 一 _inf (fC) ) 称 为 函数 f(x) 在 这 区 间 (a,6) 上 的 下 确 界 ,而 数 M 一 sup. {f(z)} 称 为 函数 
f(z) 在 这 区 间 (a,6) 上 的 上 确 界 . 
差 Mo 一 mo 称 为 西数 在 区 间 (a,6b) 上 的 振幅 . 
2” 函 数 在 某 一 点 的 极限 HAR /(z) 定 义 在 集合 X 一 {zx} 上 , 且 该 集合 以 a 为 聚 点 .记号 
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lim f(x) —A (D 
表示 ,对 于 任 一 个 数 20 ,都 存在 数 0— 8(0 270 fl 48 ET ALIE AR EO |x 一 a | 二 6, 并 使 f(x) 有 意义 的 一 
切 xz, 下 列 不 等 式 成 立 : 
| FCz) 一 A| <e. 
函数 的 极限 (1) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 每 一 个 数列 x, 一 a (xz 一 1,2,…) ,下 面 的 等 式 都 成 立 
lim f(z,) =A. 
有 两 个 著名 的 极限 : 
sinz 


Olim =1; (2)lim(14-2)* =e. 
r0 T az-0 


柯 西 准则 . 函数 f(x) 在 a 点 的 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 每 一 个 60 ,都 存在 0—8(0 0, fi 18 
O-—c|x'—-a|«o 和 o-c|z"—a|-«e. 


| fic — fa^) | «e. 
式 中 x 和 x 属于 函数 f(x) 的 定义 域 . 
3” 单 侧 极 限 ”车 对 于 任何 s 盖 0, 都 存在 6—6C0 0, f 18 
M 0 二 a 一 + 过 6(e) 时 ,有 |A' 一 f(z) | <e, MERX A 为 函数 FCz) 在 wa 点 的 左 极 限 : 
A'— lim f(x) — f(a—0). 
类 似 地 ,车 当 0— x—a-—9CO A | A" — f Go) | 二 e, 则 称 数 AI TS BRE f GO YE a 点 的 右 极限 : 
A"— lim f(z)= f(a+0). 
函数 f(x) 在 a 点 的 极限 存在 的 充分 必要 条 件 为 : 
fla—0)= f(a4-0). 
£ 无穷 极限 约定 记号 
lim fG))-—oo 
表示 ,对 于 任何 的 E>0, RE 0< | x—a | 过 6(E), 则 有 
| £C» | >E. 
5” 子 列 极限 “ 若 对 于 某 数列 x, 一 a 有 等 式 
lim f(z,) — B, 
则 称 数 (或 符号 cc) 了 BB 为 函数 f C32 TE a. 点 的 子 列 极限 (有 限 的 或 无 穷 的 ). 
这 些 子 列 极限 中 最 小 的 和 最 大 的 用 
lim f(z) 和 lim f) 
来 表示 ,分 别称 为 函数 f(x) 在 a 点 的 下 极限 和 上 极限 . 
等 式 lim f(z)=lim f(z) 
为 函数 f(z) 在 a 点 有 极限 (有 限 的 或 无 穷 的 ) 的 充分 必要 条 件 . 
[381] 证 明 :函数 
r—M (gm 和 nn 为 互 素 的 整数 ,日 n0), 
f(z)= n 


0 ” 工 为 无 理 数 ， 
在 每 一 点 工 为 有 限 的 ,但 并 非 有 界 的 ( 即 在 这 点 的 任何 邻 域 中 是 无 界 的 ). 
提示 48 zo 二 0, 注 意 在 (zo 一 8,zo 十 9) 内 总 有 无 限 多 个 有 理 数 . 只 要 证 明 对 任 给 的 070, f (x2 4 
(Zo 一 6,ZXo 十 6) 内 无 界 . 用 反 证 法 . 
证 任 给 ro>0,% zo 固定 时 , F(Czo) 值 确定 .由 于 有 理 数 在 数 轴 上 处 处 稠密 , 故 在 z 的 任何 邻 域 
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(zo 一 6,zo 十 9) 内 总 有 无 限 多 个 有 理 数 .下面 证 明 对 于 任 给 的 00 PRG £C E EXC [8] Cr — 0 4-00 VI JE GC 
界 的 . 若 不 然 , 存 在 M0, 使 当 XE (zo 一 6,zo 十 0) 时， 
[f(z) | <M. 


于 是 ,在 (xz, 一 8,zo 二 6) 中 的 有 理 数 只 能 表示 成 后 名，…, prp ,其 中 上 是 与 分 母 互 素 的 整数 ,LM] 为 M 
的 整数 部 分 . 由 于 这 些 有 理 数 都 在 (zu 一 5,zo 十 9) 中 , 故 有 
Gr, —) [M] &« Gr, OLM], 
上 式 表明 在 (zs 一 5,zo 十 9) 中 的 有 理 数 仅 为 有 限 个 ,这 与 有 理 数 在 数 轴 上 的 处 处 稠密 性 相 矛盾 . 
于 是 ,本 题 所 定义 的 函数 f(z) 在 每 一 点 z( 有 限 ) 的 任何 邻 域 中 是 无 界 的 . 


[382] 若 函 数 f(z) 在 :(1) 开 区 间 ,(2) 闭 区 间 内 的 每 一 点 有 定义 且 局 部 有 界 , 则 此 函数 在 该 开 区 间 内 
或 闭 区 间 内 是 否 为 有 界 的 ? 举 出 适当 的 例子 . 


解 (1) 一 般 地 说 ,不 一 定 . 例如 ,函数 f(x) 一 二 在 (0,1) 内 每 一 点 有 定义 且 有 界 ,但 它 在 (0,1) 内 无 界 . 


(2) 是 有 界 的 . 事实 上 , 若 /(z) 在 [a, 妇 无 界 , 则 存在 z,€ Ca bli lim f Gr.) — 99. 取 子 列 zx, 一 zo € 
La b]. 显然 ,f(z) 在 zo 无 界 ( 即 在 ro 的 任何 邻 域 中 无 界 ) ,矛盾 . 
] 填 瑟 在 区 间 一 <z< 十 cc 中 是 有 界 的 . 
证 当 |z|<1 时 , [foo | o2 | e| d ii foo | <+. 


[384] 证 明 : 函 数 fC) — cos 二 在 点 z=0 的 任何 邻 域内 是 无 界 的 ,但 当 z-*0 时 不 成 为 无 穷 大 . 


[383] 证 明 : 函 数 fC) = 


i AES -— =li — DN CENE NA 
证 当 r= rF pr oo 0; M4 x gH S O (一 1)*kx. FE, M k colf, S 2E yz 


LIS z—0 的 任何 邻 域内 .由 于 | C7 D'kx |> +o Go 09) BARCA CO fE ji xz 二 0 的 任何 邻 域内 是 


无 界 的 . 然而 当 ->~co 时 ,FCz) 不 断 地 与 Oz 轴 相 交 , 即 fO) — 0 GX FE RC zx 的 集合 是 无 限 的 ). 因而 , 当 
zr—Ol], F(Cz) 又 不 成 为 无 穷 大 . 


[385] 研究 函数 f(x) — lnr» sin? TERN 0<z<e 内 的 有 界 性 . 
解 上方 有 界 , 它 小 于 |lne|. 下方 无 界 . 
[386] 证 明 : 函 数 F(z) 一 [二 二 在 域 0 入 z<< 十 c= 内 有 下 确 界 mo 一 0 和 上 确 界 Mo 一 1. 


证 明 思 路 ”注意 , 当 0 县 z 到 十 co 时 ,0 受 FGz) 一 1, 且 f(x) 单调 上 升 趋 近 于 1, 命题 即 获 证 . 
证 0 之 f(z) 二 1, 且 f(x) 单调 上 升 趋 近 于 1, 所 以 ,mo 二 0， Mo 二 1. 
[387] 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 有 定义 且 单 调 上 升 , 则 在 此 闭 区 间 内 函数 的 下 确 界 和 上 确 界 等 于 
什么 ? 
解 m=fla), M, — fO) ,其 中 mo 及 Mo 代表 下 确 界 及 上 确 界 ,以 下 各 题 均 采用 此 符号 . 
求 函数 的 下 确 界 和 上 确 界 : 
[388] f(x) 二 zx? 在 (一 2,5) 内 . 
解 m,—0.M,—25. 
1 —OG0 oo 
[389] f= yz". ,十 ceo) 内 . 
解 m=0, M =l. 
c E M" 
[390] fGD)—-ipuíQ(O. ) 内 . 


E 由 于 f(z) 在 (0,1) 内 为 增 函 数 ,而 在 (1, 十 2) 内 为 减 函 数 , 且 f(1) 存 在 ,所 以 ， 
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m,—0, M,—f(D-1. 


[391] fG) — a E0, +W. 
提示 “注意 , 当 0<z<< 十 co 时 ,z 十 二 之 2 及 lim 7(z) 一 十 co, 即 获 解 . 


解 由 z 十 二 之 2 知 m =f(1)=2, X lim f(z) — c oo , 故 知 Mo 一 十 ce. 


[392] /(zx)-sinz 在 (0, 十 ce) 内 ， 
解 mo 三 一 1，XMo 一 1. 
[393] F(z) 王 sinz 十 cosz 在 [0,2r] 内 . 


解 由 f(z)=V2sin(z 十 于 ) 知 m — —/2. M=. 
[394] /(-—2 在 (一 1,2) 内 . 


解 mo 二 f( 一 1)= ; , M = f= 


[395] f(z)==[zxj:(1) 在 (0,2) 内 ;(2) 在 [0,2j 内 . 
解 (m,—0,M,—1; 
(2)m, —0, M, —2. 
[396] f(x) 二 x 一 [zj 在 [0,1] 内 . 
f mo = 二 0, M,—1. 
[397] RKA fa) =r 在 下 列 区 间 内 的 振幅 : 
(1) (1, 3); (2) (1.9, 2.1); (3) (1.99, 2.00; (4) (1.999, 2.001). 
解 (1) 振 幅 以 w 表示 之 . w= 二 Mo 一 mo. 因为 m=1, M;—9, 所 以 ,w= 二 8. 
(2)mo=(1.9)?, Mo=(2.1)?,w=(2.1)’—(1.9)’=0.8, 
(3)w= (2. 01)? — (1. 99)? =0. 08, 
(4)w 一 (2. 001)? — (1. 999)* —0. 008. 


[398] 求 函数 fC) = arctan 二 在 下 列 区 间 内 的 振幅 ， 


(1) (—1, D; (2) (—0.1, 0.1); (3) (—0.01, 0.01); (4) (—0.001, 0.001). 


EC TNAM S — 
& ODe-2-(-4)-« (2)w 一 xi 
(309m; (w= n. 


[399] 设 mf fl Mf 12r 3029 BRE f(z) 在 区 间 (a,5) 内 的 下 确 界 和 上 确 界 . 
证 明 : 若 fa GRE fs(z) 为 定义 于 (a,b) 内 的 函数 , 则 

mLfit fil2mLfil]ltmlfz] 及 MLfi f£: 1 MLUf 二 ML 1. 
举 出 函数 fa GL. fz(z) 的 例子 ,使 上 述 两 个 关系 式 为 :(1) 等 式 ;(2) 不 等 式 . 
提示 利用 上 、 下 确 界 定义 且 注 意 m[ f)f«Mf]:9 2i. 


证 因为 
mLfij<f<MLf] 及 mf ] fs KM f], 
所 以 ， 
m[ fi] mL f: ]& t fs» 
从 而 有 
zi[L 亡 ] 十 mL 记 ] 委 mL[ 户 十 户 ]. 
XB 


fit fas ML fi ]- ML fi]. 


所 以 ， 


ML fi f; J& ML ]- ME f]. 
(1) 当 fi GO. f; GO fe Ca D) ARA FB RAE, H m 及 M 均 为 有 限时 , 取 等 式 . 
(2) fix) Sr, fo (x) — — a* 在 区 间 ( 一 1,1) 内 
mL fi]—0, MLfi]=1; 
mLf:j]=—1, ML f; ]—0. 
又 因为 fic fi—0. BEA, 
mL fi f:]— ML fi f:]=0. 
此 时 
mLfit+fz >mLfijt+mlLf:], ML fi +f- <MLfi 14- ML f: 1. 
取 不 等 式 . 
[400] JURA FCz) 定 义 于 域 Lao, 十 ce) 内 ,并 且 在 每 一 个 闭 区 间 Le,o 上 是 有 界 的 . S 
mz)= inf fCD, M(z)— sup f CO. 
作 函 数 > 一 m(z) 和 y— MGO RO FL E 
(1) f(ix)-—sinz; (2) f(x)-—cosr. 
f& (1) 如 图 1.236 所 示 . (2) 如 图 1. 236 所 示 . 


* 


EE 


E 


图 1. 236 


[401] 利用 (se 一) 语言 ,证 明 :limz —4. 
ATE: 


ô 


证 |z: 一 4|=|zx 一 2| |z++2|. 
先 限制 | x 一 2| 1, BI 1<1<3, W 
Iz—4|=|z—2| |x*2| «5| x—2]|; 


JR o—min(1, £}. 78. 0c |x—2|-«6ó8HB.|x^—4|-—e. Bp limz* —4. 


€ | 0.1 | 0.01 0. 001 
ô | 0. 02 | 0. 002 0. 0002 


0. 0001 


0. 00002 
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[402] 利用 (E 一 0) 语言 ,证 明 limo ;— eo 
填 下 表 : 
E 10 | 100 | 1000 | 10000 | 


; | | | | 


证 任 给 E>0， Lll EM gP E RE 0< |a| < 大 ,又 只 UE Oc |21| <4 (ŒE>1,), 8— 


1 


min 1È), W4 oc | 1| a Bs | z J, lim ee. 
E | 10 100 1000 | 10000 
| 0.1 0. 01 0. 001 | 0. 0001 
[403] 利用 不 等 式 表示 下 列 各 式 ， 
(D lim fG)—6; (2) lim f(z)=6; (3) lim fG) —5. 
举 出 适当 的 例子 . 


解 〈1) 对 于 任 给 的 60. IER 070, i34 0— | x—a| <8 B | £C b| <e, He B limf C) =b. 
例如 , f(z) 二 xz 十 1， limf(x)=2. 
(2) 对 于 任 给 的 。>0, 存 在 数 ;>0, 使 当 0<a 一 z<6 时 ,| f(z) 一 b| <e, 此 即 lim fC) =b. 
pne fco [7 D SP op s piam, 

2 x1, 21-0 
(3) 对 于 任 给 的 620. TEES 070, fl 24 0—r—a-6 H , | fGo —b| <e, Ic BI lim f(x) —b. 


例如 本 题 (2) 之 例 , 即 有 lim f(2) —2. 


利用 不 等 式 表示 下 列 结论 ,并 举 出 适当 的 例子 : 

[404] (D limf(3)—5; (2) lim f(z)=b; (3) lim f(x) —5. 

解 (1) 任 给 s>0, 存 在 数 NIS 0 {E4 | e| NES | f G0 —5 | e IG BI. lim fC) —5. 
(2) 任 给 c0. TEES N70. 4E 24 z— — N BE. | fC) b| <e, Ic BI dim f(D 一 


(3) 任 给 e>0, 存 在 数 N>0, 使 当 z>>N 时 ,| f| <e ER lim fC) —5. 


例如 ,对 于 函数 f(z) 一 去 , 即 有 lim f(z)— lim f(x)=limf(z)=0. 


[405] (Dlimf ooo; (2)limf (x) — —oo; (3)limf Cz) — 4-69; 
(4) lim. f(x)-—oo (5) lim. f(x)—-—oo; (6) lim. fG)-—-oo; 
C7) lim JOD -9 (8) lim isa ee (9) lim O0 7 ton. 


zeat r-*ad- za 


解 〈1) 任 给 E>0, FEA 020, [E 2H send | <8 Rf, | f(x) | >E, JI Bp limf (a) — ce 


fijan, fr) = BA lim f(r) — co 


3 
(2) 任 给 E>>0, 存 在 数 6770, fi 24 0< | x—a | <8 BE, f(z) 二 一 E, 此 即 limf G2 — — 


r-*a 


例如 , f(x) 二 Gp WA lim fG) — —99 


G) 任 给 ance 8220, f£ 34 0< | x—a | <8 BE. f(z) 之 E, 此 即 limf Ge) =+. 


1 


例如 , f(z) 二 Gp BEHflimfGo —- es. 
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(4) 任 给 E20. FER 0750 [24 0 a— r< BE. | FCz) | >E, EB lim f(x) —oo. 
r-*a—0 


Lg 
例如 ,f(z) 一 和 一, 即 有 lim. f(z)=o%. 


x 


(5) 任 给 E20 EET 0770 f 34 0<a 一 z<8 时 ,jz)< 一 下 ,此 即 lim f(x) — — co. 


和 


例如 ,f(z) 一 二 了 , 即 有 lim f= — o9. 


(6) 任 给 E>0, 存 在 数 ;>>0, 使 当 0<a 一 zr<9 时 ,7(z)> 忆 ,此 即 lim f(x)= 十 %. 


1 


例如 , f(z) 二 了 二, 即 有 lim f(x) — deo. 


(7) 任 给 已 >0, 存 在 数 9>>0, 使 当 0<z 一 ao<8 时 ,| f(z) | 之 E, 此 即 lim f) — oo. 


| 
例如 ,f(x) CDI M lim f(2)) 5569, 
E y r-1-40 


(8) 任 给 E70, f£ E 8750, fii 4 0 二 x 一 a 过 6 时 , f(z) 二 一 E, 此 即 lim f(x) — — oo. 


1 


例如 ,f(x) 二 了 二， 即 有 lim f(x) — — eo. 


(9) 任 给 E20. HFE% 87-0, [dl 34 0-— r—a-—8 BI. f Cr) E , JI Bp lim f(2) — ceo. 


例如 , f (2) — —— BI lim 7(z) 一 十 co. 


[406] (1)limf(zx)=o0; (2) lim f(x) =— 0; (3) lim f(x) = oco; 
(4) lim f(x)—oo; (5) lim f=; (6) lim JCz) 一 十 coi 
(7) lim f(x)=%; (8) lim f(zx)— —oo; (9) lim f(x)= +. 

-十 co 7 十 co z- oo 


解 (1) 任 给 E0, FE% NI0, f 24 | | >N 时 ,| f) | ES B lim f(x) — eo. 


例如 ,jz) 一 二 , 则 有 lim fC) — eo. 

(2) 任 给 E70. f£ ES NT 0, [4 | | AN BEL FG — — E IE BI lim f(x) — — eo. 
Bin, f Cz) — —a* BI lim f Go) = — e. 

(3) 任 给 E>0, FER NT0, [4 | | IN it, AGO 2 E IE BI lim f Cz) — tco. 
Bin , f Cr) =a? , BIA lim f Gc) = oo. 

(D 任 给 E>0, 存 在 数 N250,ff 3 1<—N Hf, | f(x) | >E, Bp im f) —oo. 
lin, £C) — C7 DU r A lim f) eo. 


(5) 任 给 E>0, 存 在 数 N20, [34 1 — N BEL £G) —— E. EBI lim. f(x) — — oo. 


例如 , f(z) 一 z, 即 有 lim f(x) — — c. 

(6) 任 给 E>0, 存 在 数 N>0, 使 当 x 二 一 N 时 , f(z) 之 E, 此 即 lim f(x) — +0. 
例如 ,f(z) 二 一 z, 即 有 lim f) — teo. 

(7) 任 给 E>0, 存 在 数 N>0, 使 当 zx>N 时 ,| f(x) | >E, HEB Jim f(x) —oo. 
fin, f(x) — C7 D? z* BV. lim. fC) — eo. 

(8) 任 给 E>0, 存 在 数 NH 0 4 ao N 时 ,7(z)<< 一 E, 此 即 lim f) — oo. 
例如 , f(x) — x. BI lim f(z)— —oo. i 

(9) 任 给 E>0, 存 在 数 N>0, {E z>N Bt, f(z) 之 E, 此 即 lim f(x) — co. 
例如 ,f(z) 一 z 即 有 lim f(z) 一 十 oo. 


[407] 命 y= 二 f(z). 利 用 不 等 式 表示 下 列 结论 : 
d) 当 zxz>a 时 , y—5—0; (2) 34 x—a—0 时 , y—5—0; 
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(3) 34 r>a+0 Hf, y—5—0; (4) 当 ra hf, y>b+0; 


(5) 34 r—a—0 时 , y>b+0; (6) 34 r—a+0 时 ，y 一 0 十 0; 
(7) 当 xol, y—5—0; (8) M zx 一 一 co 时 , y—5—0; 
(9) 34 zx 一 十 ceo 时，y-~0 一 0; (10) 当 zcoe 时 ，y 一 2 十 0; 
(1D) MX x——ocoB[, y>b+0; (12) M z 一 十 co 时 ，y 一 5 十 0; 
举 出 适当 的 例子 . 


解 OD 任 给 es>0, 存 在 数 6770, fi 24 0< | x—a | —0 tt, 0<b— y<e, IE BI limf Cz) —5— 0, 4 r—*a 
Hf, y—>b— 0. 

例如 ,y= 二 一 |z|, 即 有 当 xz>0 时 ,y 一 0 一 0. 

(2) 任 给 二 0, 存 在 数 0770, [di 4 0 二 a 一 + 过 6 时 ,0 二 5b 一 y<e, 此 即 lim f) —5—0. 

例如 ,y= 二 x, 即 有 当 x 一 0 一 0 BE, y70— 0. 

(3) 任 给 c0. TE TES 070 di 24 0 二 x 一 a 二 6 时 ,0 二 b 一 y<e, 此 即 , 24 za 十 0 时 ,yb 一 0. 

例如 ,y= 二 一 +, 即 有 当 zx 一 0 十 0 Bf, y0— 0. 

(4) 任 给 e 二 0, 存 在 数 5 二 0, 使 当 0 二 |a 一 x| 过 6 时 ,0 二 y 一 b<e, 此 即 , 当 zx>a 时 ,yb 十 0. 

例如 ,y= |zx|, 即 有 当 zx>0 时 ,y>0 十 0. 

G) 任 给 s>0, 存 在 数 0750 fi 34 0 二 a 一 x 过 6 时 ,0 二 y 一 be, 此 即 , 当 x>a 一 0 时 ,yb 十 0. 

例如 ,y 王 一 z, 即 有 当 x 一 0 一 0 时 ,y 一 0 十 0. 

(6) 任 给 € 0, T£ TE 070. [d 24 0— r— a-— 8 B 0 y — be. IC BI , 当 rato 时 ,y 一 2 十 0. 

lan, y — x. BA 24 x 一 0 十 0 Bf, y—0-2-0. 

CD 任 给 60, fe TES N70. [E04 |x| >N EE 0 b— ye IE BI . 24 r—ok}, y>b— 0. 


例如 ,一 一 下 | , 即 有 当 zc 时 ,y0 一 0 

(8) 任 给 0. TEES NI 0, fili 4 c — N BE L0 b— y<e, II BI , 当 x — okt, y>b— 0. 
例如 ,> 一 二 , 即 有 当 7 — ee y>0—0. 

(9) 任 给 e 之 0, 存 在 数 N>0, 使 当 xz 之 N 时 ,0<6 一 y<e, 此 即 , 当 z> 十 co 时 ,y >b 一 0. 
例如 ,> 一 一 二 , 即 有 当 z- 十 cc 时 ，y>0 一 0. 

(10) 任 给 e>>0, 存 在 数 N>0, 使 当 |z| >N BE.0 y — be IE BI 4 roof y 54-0. 
例如 ,> 一 下 T, 即 有 当 ce 时 ，y0 十 0 

(QD 任 给 s>0, 存 在 数 N>0, 使 当 z<< 一 N 时 ,0<<y 一 5<e, 此 即 4 c — oo B] y 4-0. 
例如 ,> 一 一 过, 即 有 当 z- 一 co 时 ，y>0 十 0. 

(12) 任 给 €20, T£ TEX N>0,4E 4 >N t, 0<y—b<e, II BI , 当 zx 十 co 时 ,yp0 十 0. 
例如 ,> 一 二 , 即 有 当 z 十 co 时 ，y0 十 0 


[408] 设 2(z) 王 aoz 十 az 十 … 十 au, 式 中 au( 一 0,1,…,72) 为 实数 . 
证 明 «lim | p(x) | 一 十 co. 
证 不 妨 设 ao 关 0, 则 


sco Ela lel a- (Id - hs E tel iia 外 


lac] lzl laol 1z| 
由 于 1lim 一 一 一 0 (1—0,1,2,-* 0, EX TE TE EjV750, fii 4 | z| 5E 时 , 恒 有 


1 
rz-oo| 工 | 
h- (d dedi. Lebe. 1 ) 2 
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从 而 有 | eco [9 la| * Lal. 


n 


任 给 M0, E=, | 2M. t E= maxCE, Ej) JM | e| >E BE UR | pC) | 之 M, 故 


[ao | 
lim | p(x) | =+. 


aoz" aix" 1 十 … 十 an 


EA, WO 


， 式 中 a0 #0, b, 7E0. 


证 明 : 
eo, n>m, 
limRCz)— x nm, 
zoo o 
0, n=m. 


提示 “分 子 及 分 母 同 除 以 zx" ,命题 即 可 获 证 . 
TP i i 
让 AFTAMERIED 2n RGO TIE TR UE 
E n>m 时 ,分子 趋 于 无 穷 ,分 母 趋 于 po ,所 以 ,limR(Cz) 一 ce. 
当 ?一 站 时 ,分 子 趋 于 a ,分 母 趋 于 如, 所 以 ,limR(z) 一 到 

co o 


[410] BRR PCOM QGOJJ x HEMA, H Pla)=QUa)=0. 
disk limp C 可 能 取 何 值 ? 
解 # a 仅 为 PCz) 一 0 及 Q(z) 一 0 的 一 重 根 , 则 极限 limOczy 为 一 确定 值 (不 等 于 零 ) 


Xia P GO —0 BS n EAS LIE AJ QGO —0 B m ER, M n9 mnm 均 大 于 1) 时 ,此 极限 为 0; 当 nz< mm 
时 ,此 极限 为 ce; 当 n— m 时 ,此 极限 为 一 不 等 于 零 的 值 . 


总 之 ,极限 limgcz 为 0 ,或 为 co ,或 为 不 等 于 零 的 值 . 


求 下 列 各 式 之 值 : 
1 


a : mt. 
[43 (0 A gr zl ve euim Sume 


, =i 一 个 
解 (D limy- -i 


(2) lim l = lim (zt) 一 limz 十 1 
L22z!^—r—1 >-1(2z 十 1)(Cz 一 1) 一 12z 十 1 


1—4 
, =i z^ 4 
Ses iazza 22, 1 d dh 
x z? 


[412] lig t2 (1:722) CLE 82) 71 


z--0 r 
解 (1 十 zx) (1 十 2zx) (1 十 3z) 二 1 十 6zx 十 11z? 十 6zx’ ,于 是 ， 


li (T3200 422x200 32)—1 
一 一 一 一 一 一 


l. 


= 之 
xs 


—]im(64-11z4-62?) —6. 
0 


z0 xr 
- Clo — Cl 5z) 
pasy itait, 


解 lig T —(14-522 = lim 十 5x 十 10x’ Flor —lim£ 十 5z2: 十 10z 十 10 __ 


z0 £ +r’ z0 zz x-*0 ætl 


10. 


[414] je Uer ED TRUE (n 5 n 为 正 整 数 ). 


工 -0 x 
提示 将 (1 十 mzx)" 及 (1 十 mnz)” 展 开 即 易 获 解 . 
(1 十 mz)" 一 (1 十 nz)” 


解 pO 
[1 nmzt 31 nO Da a +- c m'x] — [mni pnón— Dn’ x 2 十 … 十 mmzm] 
xw zx E S 
=E (n= Dm — P (i Dn? +o) 5d mn(i— m) +o), 
TJ lig Cice tna" L Ln » 
1—0 


*) ol(X) 表 示 当 x 一 0 时 的 无 穷 小 量 . 


im £D G—2)(z—3)(2—4)(2—5) 
[415] lim (5r—1)? 


提示 利用 409 题 的 结果 . 
解 ” 分 子 的 最 高 次 方 为 5 次 ,分 母 的 最 高 次 方 也 为 5 次 ,因而 当 x 一 oo 时 ,此 分 式 的 极限 为 分 子 与 分 母 
的 最 高 次 方 系数 之 比 , 于 是 ， 


lim D Gc72) (273) (x74) (275) zd 
— (5r—1)5 Be 


(212—3)9 (3z4-2)? 
(2z 十 1)50 


提示 利用 409 题 的 结果 . 
解 ”分 子 与 分 母 的 最 高 次 方 相同 , 故 


li (2z— 3)? (3z4-2)?? Eu . 3? -( 3 I 
Mes (2z4- 9 P z4 3 


[417] lim GT D G^ D- aea +1) 
däi Linz)" +j 


[416] lim 


E 


ET Ahab) d 5 A X2 —— ,并 利用 409 题 的 结果 . 


解 ” 分 子 的 最 高 次 方 为 1 十 2 十 … 十 n 一 代号 t 4 Sp RI UC ARR BEA 


lim (zt 1 G*-1)- "ear +D, e 
"5 Lnz)” +1] 


P 

DUST doc ts 
解 lim < — 92 6 m (r—3)(r—2) —limz£—2- 1 
131° —8rF 15 .3(r—3)(—5) i3x—5 2* 

—3r4-2 

[419] lim 二 


提示 did so 式 后 ,有 
r!—3xrc2-—(r—1!'G-2), zx'—4xc-3-—(r—10!(G!-4cT2r43). 


解 lin ZL—32t2.. m (r—0D!G-42) clim rt2 I 
zu xi—4rc3 =1l(a—l) (2 F2r+3) 2üzc2r43 2^ 
2c 4 2. 
[4201 i-i ur] 
好 一 32z 十 2 taD eF rT2 


d lima ER Xa “ 
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x) 原 书 419 题 与 420 题 相同 . 
3—2 一 47 十 8 


-E 
DU Bo le 
解 lim 2x 74x 8 qu G2) GE 2) Eds 1. t 
22 r*!—825--16 red(x—2) (x12)' iuxt2 4 
C NEM 

[422] lim £,—22—1 

ze —Am—1] 

3 — — 党 了 
解 (ig 2x D dus Cz 1)Cz— —4-—1) dius 一 和 一 1] el 


sl wi(w DO a a si 3° 
(x a 

(23—12z4-16)""' 

提示 B 419 题 的 解法 ,将 分 子 及 分 母 分 解 因 式 , 且 注意 x? 一 12x 十 16 二 (x 一 2)? Gd 4). 


[423] lim 
r2 


解 dim (z!—2r:—2)"? =p UTD a urD LT uiy 
zeala —12zx1-100" eolw— 2  (z4-4)" smd 8$" 2 : 
.oxdabdeeecx"—n 
per nb wk 


提示 xz 十 好 十 … 十 妃 一 2 一 (zz 一 1)[L2 十 (2 一 1)z 十 (2 一 2)z2 十 … 十 2 ]. 
B Zz 十 十 … 十 Zz" 一 n 二 (zx 一 1) 十 (一 1) 十 … 十 (zx" 一 1) 
—(r—D[1IcTGcTDcT:--TG'U eh -Tvecl1] 
一 (zz 一 1)[2 十 (2 一 1)z 十 (2 一 2)z2 ++]. 
于 是 ， 


lio t£ dee: —2 
PS z—4 


Slim[n+ (n= Da —2)2* at] 


—bG-DG-2d epi EOD 


T 


[425] lim lm 和 为 正 整数 ). 


x" 一 


gre a + 1 m 
z1zx'"—1 iz" -ca*-4«|ecFxcl a 


ss i 2—1 "— 
[426] lm 47547 G—9 ;为 正 整数 ). 


ra (r—a)* 
提示 A r=aty, A] %4 r>a 时 ,y 王 0. 将 (a 十 y)"” 展开 . 
B 设 rx=a 十 y,; 则 当 zx->a 时 ,y 一 0. 代 入, 得 


(z"—a")—na" ! (x—a) ac fig i39" d Án y 


lim 
za (re) y0 y 


—lim[ 7; (— la el yn Sour geben py e BULL uet 
»*o 2! 3! 2 


"tl — (n Drn 


[427] lim j GS IE REO. 
a--l Ca— 1) 


提示 45 426 题 的 解法 , 令 x—1l-c0y. 
f 设 x=1 十 y, 则 当 zx>1 时 ,y>0. 代 入 ,得 
n+l — (n43-1) xn 


arti. 
lim È jim LEEW nt Dy) Fn 
pus; (x—1) y-0 y 
pa nst-123: i I x |n 
-lim[ 21 Taper Dni 1)y 十 … 十 y 上 | = 


n 


T ) n ll n 为 正 整 数 ). 


m 
l—zx" l-—z" 

解 题 思 路 3: máni, Akit, mn. BA m 十 /二 n (1E N). 通 分 后 求 极限 ,所 得 结果 对 于 
7 一 7 的 情况 仍 适 用 . 


[4281 lim ( 
z-1 
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解 ” 当 m= 二 n 时 ,此 极限 显然 为 零 . 

x mn 时 ,不 失 一 般 性 ,假设 m<n, H m+l=n. 此 时 

m n — — m(lctrct-cz)-—acrcecit!) 

1—zx" l=” (1—3)-cadcT i Htet a) 

一 1 一 人 z 一 … 一 [zx mx" +m”! Emir! 
O DAO en de ws E i e A E A D, 

| mÆ 42m" petma 十 lm 一 1)zx”" ? --IOn — 2) x"? 4-4 
(1 十 z 十 … 十 z 3 beadeee—a47!) (1 十 Xx 十 … 十 Xx” 1) (1 十 x 十 … 十 x 个 1)* 


于 是 ， 
li ( m n j= Htt otu Dn onc Dee 
im eus "LE"— — M 
xe N= =g mn 
miCU—1) | mlOmn 1) 
2 2 _ ml(m-c- l1). m—n 
mn 2mn 2. 


M m=n 时 ,上 述 结果 就 等 于 零 . 即 上 述 结果 对 m—n 的 情况 仍然 适用 . 
AZKE mAn 为 任何 的 正 整数 , 均 有 lim ( 也 2 j= 27”. 


E 2 


n 


[4293 lim [ (z+2)+ (2-2) (22a) ] 


wii [irte eere (ee)] 


n 


me oo 


一 lim { 1)z 十 二 [1 十 2 十 … 十 (n D])=lim®— (z+ )=z 十 公 . 
n n x m 


n n 


[430] lim [ (2) + (a+) e (2 a], 
提示 利用 2 题 的 结果 . 


解 lim 工 [ (2) (a+) e (i018) 


n 


Siim Da | 
— lim ( Dat tart DOR Dui pau. 
an 1 6n 3 


1+3? ++ (n—1) 


[431] lim 2? +4? +. + (2n)? 


提示 于 十 3 十 …… 十 (2n 一 1] 一 二 (4 一 1). 


WOOD en D'- U), PHHH Qut PROC DOR. 
.OP-F3-e-(a-1 28-1 — 

Tim au e(t EBERT) D 
. fl c£ Tem omn 

poa mp un cx) 


sm : _ [nc D Y 
提示 PH+ =| CHE T, 


n? 4 
*) 利用 3 题 及 1 题 的 结果 . 


2 pH B HET HE E Ga 2» 
[33] lint E rz Tn aT 


n= 


3 3L os 3 2 2 a) 
s lim (4 T 23 een n ) lim | * Gt 1) e lim2z 十 1 一 1 
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解 题 思路 A 二 十 入 十 7 十 … 十 (3n 一 2 二 zx, 及 [1 十 4 十 7 十 … 十 (3n 一 2)]? 二 yy 则 yn yn A 
yir. 
利用 143 题 的 结果 . 
"o^ I*RB4-FRT-FecGa—2)-—za, [l44c4THe-BGR—2)]J]—»». 
则 y.» H yato, h F 
Zwei Xa (3n 15? 
yn+1 一 [1 十 4 十 7 十 … 十 (3z 十 1)] 一 [1 十 4 十 7 十 … 十 (3z 一 2)]? 
(n1)? 


= >3 . (no). 


| Qo Cre). Gm D | (3n 十 1) 


Zi: Kao al. ci- D Ee COn—2)* 
ZE i he i SU CHAT W al 7 Aem 
利用 143 MUR Hl imr TT T pac mpg 3 


【434】 把 由 抛物 线 y=6( 7.) ,Ox 轴 及 直线 =a 所 围 成 的 曲 边 三 角形 OAM( 图 1. 237) 的 面积 , 当 


作 以 过 为 底 的 各 内 接 矩 形 面积 之 和 当 ”~~c 的 极限 值 , 求 此 面积 . 


提示 AREA {HEH AA. 
WO 底 的 n 个 分 点 为 0, EV 6, us, l a; 
它们 所 对 应 的 高 为 
o a( 1) (E), (t3). 
于 是 ,得 内 接 的 ”个 矩形 面积 之 和 为 
ab 2 工 (二 ) =DD, 


6n? 


4 noot Er AIT SS MR OAM 22. 
求 极限 : 
Z 十 VZz 十 Vz 
[435] lima 7 


解 分子 分 母 同 除 以 Wz ,得 


Ww La 
x. Aba ETWAS g X X5 - 
lim lim T 
zatoa ajx 1 T ha 


lim Vx rr 

eo VERF 

提示 。 分子 分 母 同 除 以 VX. 

解 ” 分 子 分 母 同 除 以 Vz ,得 

im ++ tt t 


EE DLE V2 
X 


【437】 lim¥ tz 3 
i4 ds 


ETR 2AGRREÉw«uuYd9XSBAX. 
WES FTOR RRAC IR SX, ,得 


[436] 
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VT 2x— m C(/ 1T 2x —3) C V1 2x 4-3) Q/ x 4-2) 
zt /x—2 zt (/r—2)Qzr-2)0/1-4 2x3) 


m AxTCOQGzrt2 0 Q,2Wrt2) 4 


ell dt To dy st le 3 


TAA NE 
[438] Le è 


ER 分 子 及 分 母 同 乘 以 式 (V1 一 zx 十 3) (4 十 Yr —2/zr). 
" da V EDET E Lu, tula DiVI-u T3) i —2 Vz) 
i8 2 二 Vr o0 08 (244r) (4+ zr —2:4rY1l-—x3) 


lim DBHO UH yZ-—2/2) mtt —2y. 
s (8cti/1—z43) e VI—z+3 


lim Y Ve t Vra mE 
za Ma 
提示 ” 分 子 及 分 母 同 乘 以 式 (VZ 十 Va ). 


" íi — YE Yat vza iim (Vr—Vat+ Vr—a) Wrta) 
za x*—a Ta V/ x! — ai (fx ^a) 


Vz 一 a(Vz 一 a 十 Vz 十 Va) _. VZ 一 4 十 Vz 十 Va _ 1 


[439] 


一 lim —]im (a20). 
aa af x — Te ra VZz 十 a(Vz 十 Mae) 2a 
[440] pomo Vx 
r-3 R 
解 qt ES 一 2 atl (/xT13—24/zxT1)(/zr413424zrz41) 
2 —9 39 (zx 十 3)(z 一 3)(Vz 十 13 十 2 Vz 十 1) 
—3(x—3) "T —3 BONA 
Em 二 16" 
L r—6-4-2 
(an qm LEE 


m li RES a ADR (/z—6--2)0( / G—6) —2 Yr—6+4) 
iss z? +8 c: (x? +8)(/ (a6) —2 Jx—6--4) 


, 1 1 
= lin 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 
-2(z22 一 2x 十 4)(WCZz 一 6)5 一 2 /rx—6--4) 14 

4 
[442] lin*£—2 
z-l&/r—4 
.X4r—2 4. 1 1 

解 1 1 一 二 . 
ea T 

[443] jip eE 

ze8 Az — 2 

& sd E 2x —5 5 m C FZZ —5) VI FZI F5) Vr "2 far 4) 
=  a-à  e* Uz—DO/8-4xü OUR 
zi n VT +2Yz+4 12 


z8 ec£Ir-5 5° 
[444) jg Lai 


x--0 


(n 为 整数 ). 


i ,Va td 
x0 并 p Aat Vcr... 1) 
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1 1 


=lim : 
TT Tl 7" 

lim 222 — (1402) 

zr--0 


e 


[445] 


. /1—2x—az5 —(ü0-d- x). . (/1—2xz— x! —1—x)€(4/1—2x— x! 414) 
mm 一 im 一 
2-0 T 20 xC(/1—2x—2az? r1) 


— lim —22- rx) — 一 2(2+z) 0103 
e—I1—2zx—zx ld 
$a Lan 
[446] lim 9-322 一 2 
2-0 ra 


解 lim” 80-3xr— T —2.4 lim | ESO J/8T3r—2x —2) . C4 (8T 3r—25) 十 2 V 83-3r— z’ 4 
r--0 


mo rtr Ge 2^) "(VET 2 4-2 JE 3z— a 4-0) 
maps 1 
gc Setir- L) 54849 3—.9-HD * 
[447] lim 2T Ea — Vz 
x0 r2 Vx 
WO ovt e 976 4. [ums vmm. z).Cy QT TY + V 271—4 + J/Q7—2» 3 
=o zx 二 2 Vz 2-0 (z+2 x CQ. x)! + 213 — + VK (21— x) ) 
一 lim 2 = 
z= (12-242) 6 QT I) + 275 —3 --K(21—x)) 2T 
[448] foa bci ape 
”0W1 十 工 一 W1 一 工 
ltzr—4/1—r 
li 
» Ius I*r— Vi—z 


NERA J/1— rz) 4 GASESSE T/1—z 4 2-92] 
ol ( VIFTz— Viz)( Vitzt+ Vi~z) (VOUTz) + /1- r + Mx) ) 
EM 

0 dide ~ l—x 2" 


[449] lim-——,;———— —— 
-—-7 


解 0 e 
2 


c Ec V/ Gt 20)* ) C/z 9 2-2) C / xz 9 2-4) 
c C V/ x9 22)  / x9 4-2) VFI 4-4) 


, CV GCE 2) + V Gc 2) Ge 20)* ++ y Gr 20)" ] 
C GE 2) +-+ Get 2009 ) 


mL(z+2) — Get 2057 ](CYz 二 9 ww 十 4) 
m Cx D O/G)HT2)5 +- .十 WCz 二 2275) 


-iim (x— 1) Ga? +121+56)( V1 F9 4-2) C/ x9 +4) 
zet G= DOC(O/G-HT2)5 +- -+ WCz 干 20)5 ) 


Gc 122-96) C V/2- F9 十 2)( Vz 二 9 十 4) 
5 Gc-2)5 + V Gr- 2) (3- 20)? 十 … 十 y (Gx4- 20)? 


-" 189* 4*8 2,0048 ., 4 
30L3'-3-c35-.3'c3'-S-F3-3'—-3 1458 27T' 
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14-& —, [14--£ 
[450] lim 3 - 
r0 T EM d 
i-i 
: T 2 Ed 
14-£ —, [14--E 
f lim - 2 
r-*0 b. Lx 
1775 
12 1 12 3 12 11 12 33 
£. Er od E d br ni X 
" pen - (1+2 {i4 1-2) ( (1+2) +eta/ Us) 4 
12 12 
0 E x PES qo 
(1 1-2 ) (1+ 15 ( (1+4) +eta/ (1+2) ) 
7 23z 2297 | x* z 
E oau atit 1 一 至) 7 
一 lim PEZ 12 PEE 736 
xui) eem rPE) ) 
2 
[451] limz————ÉL ———. 
-0 M1 十 5z 一 (1 十 zx) 
ji z? im VOF t VAF Atot AH 
a 1-c5r—(1-zx) = (T or) Cl Pe 
jm OT + VAF Gode tz 01 
rm —10—10z—5z!— r’ 23 


[452] lim Y taz — AERE VITBr (mm 及 为 整数 )， 


r 


解 题 思路 ”分 三 种 情况 :(1)m 及 nn 均 为 正 整 数 ;(2)m n. HAAK, TA m— — man — ,其 中 
m A n 为 正 整 数 ;(3)m 及 n 中 有 一 个 为 正 整 数 , 另 一 个 为 负 整 数 . 
WES mE m 及 nn 为 正 整数 , 则 


lim Vi 十 cz 一 VI 十 pz Gar) — (OF gx)" 


2: z Tt) 
a 
/Te 
=a mp a p 
mn m n 


如 果 mEn AMER. Em — — m on — n! Korm! 及 n' 为 正 整数 , 则 
s A _ VITR Vicar 
V lcax — /ldcfr V Tar TITRE 
上 式 的 分 母 趋 于 1, 于 是 利用 本 题 前 半 段 的 结果 ,得 


lig Br viter. Be 


EA 
m m 


x0 


AIRE m 及 n 中 有 一 个 为 负 整 数 , 另 一 个 为 正 整 数 , 则 同 法 可 证 上 述 结论 仍然 成 立 . 因此， 
lim d taz — Er a E (mn350). 


r0 T 
[453] lim Lert vita l (m 及 nn 为 整数 ). 


提示 仿 452 题 的 解法 . 
NE 与 452 题 相 同 , 先 设 m 及 n 为 正 整 数 . 
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lim“ Fax * V1 ze EN (1--ox)"(1-3-8x)" —1 
20 e eC lo « C1 H- gem m Hose ET) 


na mf oCx) 
Om/ F ar) P OE grt Spes [1 
_ nad mf a +£ 
m n` 


mn 


dom Eon 为 负 整 数 , 则 此 结果 仍然 成 立 . 事 实 上 ,只 需 设 m — m n —n KP m 及 n' 为 正 整 数 .于 


是 ， 
"Fez VLDEER— DELE S VIT Br 
id ii Vicar: Vlr C 
再 利用 前 半 段 的 结果 , 即 得 


liml 一 YITaz。 Vithr__ « Boa, 
VE 
车 m 及 n 中 有 一 个 为 负 整 数 , 则 同 法 可 证 上 述 结论 仍然 成 立 . A, m n 为 整数 时 ,有 


lim lFaz mr m A yE GnnzÉ0). 
r0 X m n 
[454] ik PCz) 王 az 十 az 十 … 十 az 又 Mn 为 整数 ,求证 : 
lim tP l a 
pen E m' 
证 lim Zib ii PG) a, fuc uen Puit sä. 
xo orl OFP e (1 十 POz) eL] om 
求 下 列 极限 : 
[455] lim V2 —1 (n TET 
1 wz 一 1 
提示 4$ 452 题 的 解法 . 
解 ” 当 m 及 nn 为 正 整 数 ,我 们 有 
Vr—l. PEN ET n t sl. 5 ( 
z-*1). 


A Jua qa m 

dim Kon OS fA SECURE m=- m! n= — n' rpm 及 n' 为 正 整 数 , 于 是 
Vel 1- Yr. Yr € 0n (quu, 
4x—l =y e mo o m 

24m on 中 只 有 一 个 为 负 整 数 , 上 述 结 伦 仍然 成 立 . 因此 , 当 m 及 nn 为 整数 时 ,有 


Vr—l n 
lim Jr] Mm (mz). 
3 
[456] lig LV L7) O7 Y) 
nda (1-3)* 
提示 Arst". 
解 设 zx 一刀 , 则 
AVDA- 0-45) QENE ) 
(1—z)"? (1— f£!) 


OAH e EET) O Rb RD) Oeo C 
a 


当 gl 时 21. 于 是 ,上 式 趋 向 于 


nl nl, unl 
2 3 n 1 
(n1)! n!’ 
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即 dim Q—Vz)0-—Yyx)-ü-—yr) 1 


rl Cl — at nl 
[457] lim LV Gea) Ge b) — x ]. 


f Jim LV Gea) xb) —x]-— lim Gra) Fb) a^ 一 lim 2 S ad 
eed Lem Fz sete 


[458 im (Vrt Je t/z vz) 


/ B 1 十 /一 
lim ( qM eer Jj) lim (z+ (z+ VztVz) zx Ej =>. 
i CUT Naet satra tz T EA 
lc-A4Af1-c Sen "I 


[459] lim x(S +2r—2 Vr 二 z+z). 


提示 Art. 
"ERES. 
S 设 z= 一 过, 则 
as 要 
stg FER Ba ar EA Dx4L6 ddp L10 na) 


ÜC/1-T2t T1942 /1-Tt) 


_ /PE o — ZUTTZi-1—00 T TT 2E 
t2 (Vl 二 2z 二 1 十 2 V1+t) PÉCA12-2t4-149-2 1-9) O4 V1 2t)? 
i . . SM SENE CINE E 

CT 2 +142 VIF A+ Vit) 


当 rookt 170. FE ES TBI — SB 


lim xC/z* --2r —2 Vr a Ez u)-—. 


十 co 


SHE 
ne «i )-G- Mi) 
TRE m E. 
idi NINE 
ufum 


JI 
Td 1 十 Vz 二 zz 十 V1 一 Vz 十 zVZ 


[461] lim Yr Fr Fl— Yr x Fl). 
解 lim Cz Fr F 一 Yr x Fl) 


I 


—. 
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2z? 2 
UN uM 
c G FE FD + Vr tr (rr) + /rr 3 
[462] lim ( z*!q3x*— /z*-——2x). 
f lim CYT 


-十 co 


Yn (z*-r3z*)* —G*— 22)! 
ette VOI Egi 9 4- Vr tan) (3 — 2x3 + Vr — 23) 


r (12-35) 
一 lim 
cem Gr F 3a De 4G —273)* 
jest +4 a 


= lim 一 z m 
(+t) +e Ar 
X 
[463] B DEN 
解 dimz?[G-D$—(G-D5] 
Lg E IG DT DY. [rt tt 05 - G0] 
et G-- D$ G! 0$ --a- D$ 
ES O FEUR 
am 3 3 
ERES) a rA 
[464] lim z? (VzT3—2 VIFT +V7). 
解 lim E TP 一 2 Vz 十 1 十 Vz) 


"x 3 
X 


Em 


Lafi zi(/rF2-—2 Vz 二 1 十 Vx)( Vz 二 2 十 2 Vz 十 1 十 Vz) 
z+ VX 十 2 十 2 Vz 十 1 十 Vz 


_ im 2 (VF TE DC F2x ED) 
to( rl2--2zr1-c/x) basan 


— —2 lim 一 


T 2 1 
(+2 ENS 41) NIESGEEE EM 
T z 


[465] lim LG a) Ga) — xz] 
解 lim LV Ga) a)-—zx] 


lim (rd am)-Orcte2—2 

UC MUlle-o*]-« 
j=1 ~ i=1 

m am! pet jim URN ES y 
E 


二 
H diero] Cmm] 
j-1 aml j=1 Li=1 
[466] lim ED" Get Vr 1)» 


Tco 

提示 。 分子 及 分 母 同 除 以 式 r”. 
res 2 — n m n n n= 

解 lim 入 x (Lm 1) =lim| (1- 1-1) (i i-1)] 


Il 


O 为 正 整 数 ). 
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limí A12 EoD ANI =a 


[467] im P GN IER. 
解 lim' Via nt —ssz 
een r 


— lim f e+ TET + G- EE Y G/ TERT r) HH VIF 71] 2n. 
[468] 设 二 次 方程 式 az’ 十 bx 十 c 一 0 的 系数 a 趋 于 零 , 系 数 5 与 c 为 常数 , 且 5 天 0, 试 研究 此 二 次 方 
程式 之 二 根 xz 及 zs 的 性 质 . 


be 一 0 一 Vb —4ac 
a ONDE ERE EN 


不 失 一 般 性 ,假设 >00, FE. A 


limz; = oo 
a--0 
及 
T siia bt Vb! —4ac) C—b— Vb —4ac) _ 2c lim 1 EM 
aso l e 2a(—b— VB —Aac) abt —4ac 057 
[469] 从 条 件 
z*-1 = 
ie (ouai) 
求 常 数 a RID. 
解 Es p= Or (ath) rt Ob) 
x41 %7 rcl E 
按 假设 ,上 式 的 极限 为 零 的 必要 条 件 是 
1 一 a 二 0 及 a+b=0, 
解 之 ,得 a 二 1， b=—1. 
[470] 从 条 件 
lim C/z* rcl—ajr—b))—-0, lim (/zi—r4d1—a;r—b)—0 
求 常数 a; Mb: (11,2). 
2、 2 m 
SERRE HAt- ranh ps 20r — OT 2abOrtO PD oan nn uas 


V x* — x4-1d-aiz-d-b 
必要 条 件 是 g1 一 士 1,b 一 干 方 .分 别 就 a1 一 1,b 一 一 却 及 a1 一 一 1,b 一方 检验 VT 一 zx 二 十 a1x 十 的 的 


极限 ( 当 xz 一 co 时 ) ,并 与 条 件 比较 ,决定 取 会 ,最 后 得 41 一 一 1,b 一 方 . 同 理 可 得 4,714 — — 


(1 一 af)z2 — (00 2aibi) x- (1— 02) 
BR Vx —xrl-—ajx—b;—————————————————, (D 
' i Vz — x4-1-aird-b 


上 式 极限 为 零 的 必要 条 件 是 
1—ai—0 及 1+2a,b,=0, 


LIA PEEL 


1 
当 w 一 1 一 一 到 时 ,有 


1 了 一 z 十 1 一 (z 一 冯 ) i 
人 -— 
JE xim) td 
QW Z 一 一 co 时 )， 
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从 而 ,由 (1) 式 知 
wz 一 并 十 1 一 az 一 让 一 十 co (M xz 一 一 co 时 )， 


此 与 假定 不 符合 , 故 舍弃 a1 一 1,b —À. 


当 a, — —1,b 一方 时 ,显然 有 


Va Flach rf —rkl-—adl--oo (Ñ reoot), 
从 而 ,由 (1) 式 知 
VX 一 ZX 十 1 一 qx 一 1 一 0 QM x-——coBD, 
此 与 假定 符合 , 故 得 a1 一 一 1,b — T. 


同 理 可 得 a: 王 1, = =>. 
求 下 列 极限 : 


[471] limsin5z， 
X 


r0 


Me in eemi, 


r0 T z0 5x 


[472] lim sinz， 
r0 X 
提示 “利用 “有 界 函 数 与 无 穷 小 之 积 仍 为 无 穷 小 "这 一 结果 ， 
解 M roont, ENEA AE T | sinz | <<1, 故 smz eco X637 / it BI lim 922 =o, 
[473] lim”? (m 及 nn 为 整数 ). 
mx SINNT 
提示 A z 一 十 y. 
解 ” 设 z=r 十 y, 则 当 r> tt, y>0. FÈ, 


mn” li C D"sinmy L (— 1i (Sim , ny . m )—( pen 
r*xSin7Z y-0 (— DD'sinny y-0* my sinny n 
1—cosx 
[474] lim 一 SP， 
提示 注意 1 一 cosz 一 2sSi iri 
xf 
icum i Ab ( 2 ) lu $983 本 
8l ; ^l 7 zlim 
r0 0 x z-0 E 
2 
[475] lim S, 
z=0  Sin'r 
提示 利用 三 角 变 换 将 原 式 变形 ,再 求 极限 . 
sinr 。 mE - 
y — sinz 2sin^ — 
. tanr— sinr ,. cosr an. l—6O8E us 2 xd 1 E 
解 lim 一 一 一 lim— —5; —]im -一 一 —]im I. 
z-0 sinz zeo  Sin'r 一 0cOsTSin 工 ro04sin2 X Os costr "7^ 2cos! Z cosr 
2 2 2 


[476] limsin5Z 一 sin3x 


2-0 sinz 
提示 利用 和 差 化 积 将 原 式 变形 ,再 求 极限 . 


. Sin5X—sin3x_ 1,. 2cos4zsinz 
解 lim - lim - 
2-20 sinx z=0 sinz 


=2 limcos4z 一 2. 
x0 
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[477] lims COS3 工 


T0 z* 


. CcOSr—cos3r  , 2sin2xsinr 
f lm ; — im > = 


x—*0 I—*0 X a0 


l--sinr— cosx 
K478] lim; -cFsinpr— cospza 


TEE ; , x 
t 2sin? + sinx sin n 一 十 cos 
解 lim l4-sinr— cosx 2 2 


ina l--sinpx— cospx 


2 (si > ) 
(sin PZ t cos rj 


*7?9sin? d d sin 


2 
un br 
| [8n 2 1 S bee 2 1 
—]im rs r . F . P P = b (pz50). 
r--0 . 
2 sin ,7 sin ^5 十 cos 2 
. x 
[479] limtan2ztan (t — z). 
ak 
sin2zsin( 下 一 cos2ysin cos2 1 
解 limtan2ztan (7 工 ) lim fice ci > "wi n 
Fr 7f cos22cos (下 一 ) i JCOS. so 4COS y 
其 中 s= To 
[480] lim(1 一 z)tan 
xl] 
提示 4xr—l—y. 
E 设 z=1 一 y, 则 
TY 
lim(1— z)tan X — limycot EY —]lim -— * cos Z zA, 
zl 2 0 A 0 n T 2 D: 
2 


[481] 证 明 等 式 : 
ET PE E 


(1)limsinr=sina; (2)limcosz 一 cosai (3)limtanz= tana 


r-*a r-*a r-*a 


WE (1)  |sinz—sina | 一 2 


sin 


sin x zz [«12al. 
任 给 6270, XE f | sinz— sina | <e, HE | x—a | <e, Xt 9 一 se, 则 当 0< | x—a | <8 t, | sinz— sina | <e. 


此 即 limsinz- sina. 
Edge 


cos zta | x2 


(2)limcosz— limsin ( ; z)=sin( 5 a ) — cosa. 


Ta zea 
sinz limsinz sina 
(3)limtanz— lim = = = tana. 
zea racoOs  limcosr cosa 


r-*a 


n—0,cl1,t2,- 


求 下 列 极限 : 
LI sina 


[482] 


提示 仿 A76 题 的 解法 ,并 利 LR R Lim Rt 一 1. 


rca. x—a r . r—a 
, . 2cos —— sin 一 -一 cos —— sin 
. Sinr-— sina  ,. 2 2 二 2 2 
解 lim —]im lim — cosa. 
s. D = x—a Fus r-—a 
2 
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[483] lim S cost 
— sin Z 
解 | < sin 274) — sina. 
zsa — X—4 sa xc 2 
2 
[484] lim enr tene 
W lip ae Ln HO d Ll o au lu oso, do uio), 
za gma z-4(r—a)cosrcosa cos’a 2 
[485] limce cota 
jb puo HM. n se uL. I ool. viu beg bL 
I—*a X a r-*a Ta Sin.rsina sina 
[486] | eee. seca 
ze  r—a 
in a xu 
. Secr— seca  ,. cosa—cosxr ,. s 2 Seg 
# li im 一 一 一 一 。 一 一 
ac 7a x4 Cr—a)cosrcosa za| cosrcosa =ü 
2 
P a E O 
cosa 2 
[487] lime ee csca 
za e da 
— H —— *) 
解 lim SAL gg ( S Sina 一) 一 一 cs (akn; k=0, 1,42, 7. 
xea peo E sinxsina sin'a 


*) 利用 482 题 的 结果 . 


[488] jo SRE hen emen 


Em T 
提示 。 注意 
sin(aT- 2x) —2sin(ad- x) - sina — [ sin(ad- 22) — sin(a- x) ] — [ sinCa 4- 1) — sina ]. 
并 仿 A76 题 的 解法 . 


解 jj, Sinta-- 22." 2sinla tz) tsina jp [einta-F22) —sinCa-F 2) ]—[sinta-t-2) —sina] 
2—0 d -0 x 
ET 2cos (a-4-3£ sin 3 —2cos(a +Z ) sin - a 2sin Z| cos(a-- 32) —cos(a-- ) ] 
—]im D lim s 
2-0 x 2-0 x 
sin 5 2 
— —]im ( ) * sinla+ z) | =— sina. 
Ex Ed 
2 
[489] lim 036277 22) —2cosCa t z) + cosa 
—— ———— Á— Áo! 
2—0 x 


提示 d$ 488 题 的 解法 . 
解 lig S98 (27-229 —2ens(a-T-x)-Fcosa, ... [cosCa-F22) -cos(a T) ]— [costa Fx) cosa] 


z-0 r z-0 x 


— 2sin (a-- 32 sin 于 十 2sin(a 十 于 ) sin 2sin 2 [sin (4-32) -sin(a-- 3) | 
E g au zx? 


sin 7- 2 
一 一 lim ( ) cos(a+ x) | — — cosa. 
z--0 E3 
2 
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[490] lig fan Ca 7 222 CENSOR T aD 十 tana 


2-0 r 
dm dp 488 题 的 解法 . 

.tan(a 十 2z) 一 2tan(a 十 z) 十 tana _ ,，[tan(a 十 2z) 一 tan(a 十 z)] 一 [(Ctan(a 十 z) 一 tana)] 
解 im a mM 


r--0 T r0 x 


sin(ad-2x)cos(ad-3) —cos(ad-2x)sin(ad- x) | — cosasin(a-d- x) d- cosCa 3- x) sina 


Ld cos(ad- 2x) cos(a d- x) cos(a-d- x) cosa 
lim 3 = 
2-20 I 元 
| sir. 2sinCad- z) ] 
T z^ cosacos(a-- 2x) cos? (a x) sol zz cosacosCa- 2x) cosCa - x) 
二 
cos'a 2 
[491] limet t 2T) —2cot(a T 2) t cota 
EE i 
r-0 zx 


解 limcotC& 十 2z) 一 2cot(Ce 十 z) 十 cote . lm SinzsinCa t z) [sina —sinCa t 22) ] 
2 


z0 £ z0 z’ sinasin? (a+zx)sin(a+2zx) 


: sinz y? 2cos(a+ x) 2cosa 
= = ;上 二 ,十 9,005), 
limf ( æ ) sina * e rri sina 人 


【492] lig Sin Ca 2 sinCa T 22) —sin^a 


r0 T 


1 — - d 
. sin(ad-z)sin(ad-2x) —sin'a ,. 2 [cosz— cos(2a- 32) ]—sin'a 
f lim lim 


a0 r a0 x 


=i cosz—cos(2at+3x)— (1—cos2a)  ,. 
—]im —]i 
ax--0 2x z--0 


sin? Z gig S 3sin (242-22) 3 
| RE x ML eis 


. 2sin! rd sinr—]1 
[4931 Iri sin zx—Bsinz Fi 
提示 注意 分 子 及 分 母 分 解 因 式 后 ,有 
2sin! zd-sinr—1- (2sinr— l)(sinrd-1), 2sin2z 一 3sinz 十 1 一 (2sinz 一 1)(sinz 一 1). 


. 2sinzr-csinr—1  , (2sinz—1)(sinz+t1) ,. sinz 十 1 - 
fg lim lim = 
,.z2sin? r—3sinz+1 „z (2sing— D (sinz—1) -sinZz 一 ] 

6 6 


3. 


[494] lim = cosrcos2rcos3r 
0 1—cosr 


解 题 思路 注意 l—coszcos2zcos3z =- (sin? z-F sin' 22-- sin! 32) A 1 一 cosZz 一 2sin2 到 ,将 原 式 变形 


后 利用 重要 极限 . 
NÉ ”因为 


l—cosrcos2rcos3r-—1-— E (cos4z 十 cos2z)cos2z 一 1 一 于 cos4zcos2z 一 los 2r 


一 1 一 于 (cos6z 十 cos2z) = T costa) 一 i Gin sin? 2r+ sin? 3z), 


i. (sin? z-- sin? 2r-d- sin? 3x) 


. l—cosrcos2rcos3r ,. 2 
lim—— — — —— — —— — lim 
2-0 1— cosx 2—0 TE: 
2sinf — 
2 
2 
-ii ( ==] + e H) 一 工 (4 十 16 十 36) 一 14. 
P in c sin c sin 二 E 
PUT 2 2 
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[455] lie 1—2cosr 
提示 deco 


SR r= ty M 


. x siny 
sin( Zz 一 一 LL 
lim ( : bs siny — lim y -l. 
me 1—2cosr »* 1 一 cosy 十 V3 siny >° in 也 V3 
2 sin Ž --./3 > 
2 2 y 
2 
[496] lim n c — 3tanz 
x ( xy» 
7*3 COS E) 
dst sin? r— 3cos!r 
3 ined 2 4 
解 lim tan $ Sanz 一 lim $ — jig fanz(sinz oie 24. 
z$ cos| zz 十 一 xe$OWO eg r$ — cos’ z 
3 ( 6 ) 3 2 COS 工 2 sinx 3 2 
[497] lim tanCa- x) tan(a — x) — tan a 
2-0 z’ g 
. tan(ad- x)tan(a— x) — tana 
解 lim x? 
( tana + tanz Y tana — tanx ) 一 tam 
一 ji 1 一 tanatanz/ \ 1+ tanatanx ^ ， tanzz(tanta 一 1) |, , 
—]im z lim—77—— — 7 tan'a—1 
-0 a ~0X (1— tan^ atan x) 
=a ap Eln L9, 41,2). 
: l—cotzr 
[498] lim 2—cotz— cot! x' 
4 
解 dim l—cotbz , sin! x— cos! x — « sin/r-c-sinrcosrd-cos x _ 3 


— lim -一 - : ; à 
x 2—cotr—cotr ,,42sin'r—sin'rcosr— cos!r  , ;2sin'r--sinrcosr--cosr 4 
4 4 4 


a 


[499] lim v -— v ld sinr . 


提示 “分子 分 母 同 乘 以 式 V1 十 tanz 十 V1 十 sinx. 


SO im vlc tanr — /l-sinr — lim tanr— sinz 
0 z* 270 x?(/1-d-tanz c yl 二 sinz) 
ii sinz(1— cosx) 


79 xicosz( M1 二 tanz 二 V1 十 sinx) 


" 2sin! Z 
一 lim | sinz 。 。 — 
z=0 | c 4(5-) cosx( //14d-tanz + /1--sinx) 4 


2 


[500] lim a 
79 M1 二 zsinz — y cosx 
解 lim a lim zx? C / 1-- xsinz + y cosx) -pgs 1 十 zsinz 十 Wcosz _ 4 
ex J-Lasnr— «sm 4 ld-xsinz— cosx 2-0 w E 3" 
sinx 2 
i ME n 
r r 


[501] lim 4 COST 一 Ej COST 


2-20 sin! x 
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解 TES: cost— V COSX — — y cost (1— vcosz) 
Hm sin? x m sin’ zx 
TES lim l—cosr. V/cosx ] 
PR 6 z 
sin x 1+ V/cosz +++ V/cos? x 


2sin? = " 3 
lim d k 4 X Y cosr E MCN 
d (5) sim x 14 /cosz ++ Wcosiz 12 
Em Ses 
soz ha 4 een 
z-0 l—cosr 
JZ z A Ez 
SI Sl "> EE 2 
M lim zl. COSI 二 2 li E: . ( 2 ) exi 
r--0 cosx acto a sint Ed PU xo sinc 
2 2 2 
[503] lim 一 Yecosz | v COST 


c9 ]—cos(/z) 


X 
解 lim 一 Vcosz um 1 一 cosz EST 一 全) . ( 2 ) r |- 
por T pues 2 x Ea A 
? 1—cos(/ x) ? 2sin? a re 9 * ; 2 1+ v cosx 


s l—cosr Vcos2x y, COS3 工 
[504] lim pU s 


解 不 妨 令 zE (一 于 ,至 ), 则 
lim 1 — cosr y ES y, cos3Z _ — cosz-d- cosx(l— V cos2r y cos3x) 


2 
r--0 Ino T 


— 4 lim 1 一 Vcos2z 十 V/cos2x (1— Vecos3z) 
2 
T 


2 
ES +lim 1 一 cos2z _ 1—cos2r lim 1—cos3r 
2 zgr? PR EE 0 p? (1 十 J/cosix + /cos? $n 


[505] lim (sin V/ x1 sinx). 
提示 。 注意 sin Vr 十 1 一 sin Vx 二 2sin —————— t — ro s tlie 十 Vz， 及 


xd rds 1 E 
Jim (Vzt1 Vz) B rss EM ii 


并 仿 472 题 的 解法 . 
解 sin Wz 十 1 一 sinWVz 一 2sin LEFI NE os ET 


A RM SE I NEZ S We 
因为 wz 十 1 we 0 (Z 一 十 ceo), 所 以 ,sin 2 0. (xem). 


又 因 cos VZT tvz xl, V xd-1-—sin4zx)-0. 
1—4x l—4/x 1—Jx 
1+ zr \ T . /1+xr\ T : Aa ANLE 
[506] CDlim(aF3) "5 Oüm(zr2) "5 ® lim (342) 
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1-4/z 
Co lim (X2) "^ e im (EE) eren 


[57] lim (到 ) 


id 加 (过 y 0 


kJ 


[508] lim Te 


r1 
提示 注意 当 zx 一 co 时 ,有 
3£—wrl.3 A E coup 
2 tati 2 1—cx tog 
x 
解 ”因为 当 r—ooBf 
sresti a 及 m. dE TUN 
2x* 十 十 ] 2 Fw 7 1 ” 
工 


z 
所 以 ， lim (站 下 2 ) 一 一 0 


[509] imer a PEE ze 


解 ”因为 


+l 
[510] IE D» Dre z) IP 


mn |< 1, 所 以 。 limsin" mt 一 0. 


sin 3 


8 TEEN 时 ， 


1«tan( 4-2) «Foo 及 tan2r——oo, 


所 以 ，lim [in (3-2) l “=, 


x0 


[511] lim (z A y . 


ase E" FL 
y z=] 8o 
bd lim( 2 十 1 =l 
[512]* lim (55:1 
H1 jp Qfeeem 
解 lim (55) E 7 ;) = 


Ej 
[513] lim (Z y. 


[514] lim /1—2z. 

r0 
E  limyi—2z-—lim[1--(—22)]-5 9 7t, 
a TO r-0 


[515] lim (zt: J 


a 
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I . 2a+a 


HAA H RlimA d-0* —lim(14--) =e. 
t—0 u—»o0 u 
PO j yuta 
解 lim (2) E ) =e”, 
z=% “Ta 工 -co E A 
2a 
" aix b * 
[516] Jim (oe (a4 270,45 270). 
提示 “分别 对 ai—aa Ka: A ar>a RAF. 
EO 
a b T b. 4 3 
(a) -(ay (a-e a 
a; xb, az r+ s ac 
a»? a2? 
bi b 
al a» 
(1) %4 a; =a: =a hf, 
E 


à; xd b; b 
ar a 
bi =i 
a 
m 5 b 
Š aT 1 c: Eu 
TJ lim (7) 5 


(2) 当 a, a; Bro FE (2) >0 (x49), 
2 2 
PERN T d d» 
9 ( A a 
me 
a2 
; . ai xb T 
所 以 am ) à 
OÑ aia, E, S1, FE, (8) 一 十 oo, 所 以 , lim (2272) — Feo, 
a2 a» > 十 co à; x- bs 
[517] lim(1--z)***, 
r--0 
à 2 co : 2 Lo(mee)4 0 
BR  lim(ld-a?27"*—limClocF a2); sm =e, 
a>) x—0 
[518] lim(1-csinzz)*'"*. 
zs} 
1 
fg lim(1-sinzz)?'"" —lim(l--sinzz)s9me 77 =e}, 
g] zx] 
; 1+ tanz Vg 
[5191 lim ( rp.) 
1 十 sinz l—cosr 
. flctanrNEz y 1 wur sinz cr em 0 
a loras) E 1 十 sinx ) = 


tanz— sinz 
: EM 
[520] lüim(525)* *. 


r>a 
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sina 


1 
sinz \ zma — 1 
mo 下 还 一 sina 
sinr— sina 
4$ 515 题 , 并 利用 482 题 的 结果 (a km; k—0, 1, 02,--). 
1 — sina „sinr sina, 1l. 
] sinz Ta . 1 Sinr™ sina r-—a sina 
W dms) cim (13) 
sinr— sina 


L pta * ) 


e Ca#kr; & 一 0, 士 1, 士 2,，…). 


*) 利用 482 题 的 结果 . 


z cosr Y 
[521] lim( cos2x ) ` 
提示 


注意 


cos2 工 


1 
cosr 12 — 1 
( cos2r ) ( bt cos2x 
cosx— cos2r 


Alim OSTOS 5... 515 题 的 解法 . 
Š 4 1 ui cg 
cosx 1; — z? cos2x 
" (es) ( 1+ cos2r ) 
cosx — cos2r 
因为 
zZ 2 全 
ose E. cmn i Zcosr 1 EOST (1+ 2cosz) = 1 二 os 


T 


) sinz— sina z~a sina 


9 


. COsr— cos2r 
) cosz— cos2r z? cos2z 


, 


cal og 
ES 2 
2 


m cosx 12 — z 
BEA lim (957. ) E^. 
[522] lim(tanz)""*, 
cur d 
一 2tanz | 1  , —2tanr 
f&  lim(tanz)"* = lim(tanz)1-^- = lim (1+ tanr— 1) emmi ` wart] —e !, 
m" ze z 
[523] lim(sinz)™. 
z=% 
tanz PS ete 
f lim(sinz)""—lim(1d-cotz) ? = lim (1+ cot r): ? —&e—1 
pa = 各 m 
. x cotr 
[524] lim[ tan( 于 一 z) | 
cotr 1 t cotr 1 » ne > GE 
de, sim iunc 三 性 MM P Sgt 
s lim| tan (4 x) ] lim( oc) ial 1 rs) ari 
— 2tanx 
" vau ab p Xe 
[525] lim (sin — 4-cos — ) ; 
poen r r 
1 1 1 1 1 — slnt ol — 1) 
* sin 二 十 cos 二 一 1 d 
解 (sin —+cos 一) =[ 14 (sin ++cos +—1) | merce 
Z z x x 
因为 
ga 过 1 
] 1 sin 一 2sin 57sin 57 
x(sin 一 十 cos — —1)— 1 1 —1 (xo), 
r r ES Pa 
x 2x 


所 以 ,lim (sin A db aas d ) —e. 
工 -co M d X 
[526] lim " cos Ar s 
sto 
解 题 思路 ”将 式 ~ cos VX 化 为 dt [ee D+ 并 利用 474 题 的 结果 及 lim Bato, 
t—0 


z 1 1 . In(cosy/z—1+1) m 1 Q2 Jz") 1 
5 * 一 Incos/r * =. Ccos/. D . 一 一 。2 d, 
f lim cos/z = lim e7 "= lim e7 oa me < ^ £2 一 e ?, 
十 0 


= 十 0 r0 z- r0 
*) RAA r—0,. R PC x0. 


Ind +t) 
t 


x x) 利用 结果 lim —lim In(1--2* —1ne—1. 
t0 t-0 


nt ) 


元 一】 


[5271 lim ( 


[528] limcos" Z. 
oo y 


[529] lim 


r-0 


f lim ICE lim inta —]|ne- 1. 
r-0 r0 


[530] lim z[InCx-- 1) —Inz ]. 


解 lim z(In(z--D —Inz]— lim In(1 二 过) =Ine=1. 


z-e--oo 十 co 


[531] limlnz 二 Ine (5,59, 
ra X Gà 


x 


a 


一 In 7- r-—a a 
解 limlnz 一 Ina 一 lim Z =limln (1+ 一 一) = 1 3 
—a —a a 


za X ra T r-*a 


r—a 
[532] lim [sinlnCz4- 1) ^ sinlnz ]. 
-= 十 co 


ln(z 十 1) 十 Inz ，ln(Cz 十 1) 一 Inz 
sin 一 一 一 一 一 


提示 sinln(z4-1) — sinlnz— 2cos 2 2 
A InCzc-1)—1nx—0 (z 一 十 co). 


解 sinln(z 十 1) 一 sinlnz 一 2cos In(zt D tlar in InGe 1) —Inz 


2 2 
因为 
1 
In(z--1) Inz-In(14-—)-—0 Ge), 
E d 
Br Lain pot Dese, 
又 因 cos BOED Elnr yA RR, E, lim [sinlnCz-- 1) — sinlnz ]— 0. 
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ln(z? —r4-1) 
K533] lim ots Ee ED 


?2Inz--ln(1— —- X) 


8 lim In(z?^—xr-c1) _ m db uEF RE dA 
10 
nz 十 zx 十 1) 7 10nz--n (1-3 1 TET 
z? 
1 
= li 2 “mm(1+ 去 z) EN 
— 1 ES 5' 
10+} d(1- a) 
; 1004-2 
[534] lim (le ris) 
r 100+ z? i 
s Bin( ru) lg 100 w= 2. 
In(24- e? ) 
[535] dim hate 
d iis 
bid X gRrbmpeepn . Tapeee rM 


f lim 


in Tre”) ; -3 
Jm mate) QUA tnae" L1) 8 i 


idm 24- LIn(3e 1) 


[536] [i ln(1 十 Vz 十 VZ) 


m . 
Inda da) 
1 _1 EN 1 1 zi - 
一 lnz 十 ln(z- 2 十 1 十 z E) 一 十 *In(z 2 十 1 十 并 
解 lim ln(1 十 Mz 二 Vz) _ lim 2 — lim 2. Inr 


i) 


tend Hz HO O07 een titek) mtel L. natta 


3 “ln 
E 
E x 
[537] lim SIEGE c Ia h)—2lgx Lab 
E =z 
解 ppl t e h)—2lgx _ =lim EG - lgz? 


Intan ( Z tar ) 1 


=limln[ 1-- Gan (az) — |]™ 


2-0 sinbr 2-0 


-- S e 
[E Ttar) cos( 1 g 
i cos (ax) 


os (fta). Fid Snar, br a 
-timin 1+ rias | Vasina cos (Ẹ+ar) t oHm b $2 


em cos (5 1 ax) 


Incosa.x 
[5391 lim Incosbr' 


Incosar  ,. Incosar | cosbx—]  cosar—] 
f£ lim im . . 
z-olncosbr z-o cosax—] lncosbx cosbr—1 aed 


1 


12 ) 
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(m nri /1l—mn zi 
rT /l—z 


r--0 
(m nrc /l—mnüzi 
二 双开 一 过 


[541] lim! (a>0). 
r-0 x 


[540] lim 


上 


)=In1=0. 


解 


lim 
r-*0 


X 


提示 4at—1—y. 
E galsy W 
O at Los y E 1 "—— m 
Jis lit Fy) lim log, (1+ 325 log,e Ina. 
[542] lim (a0). 
z gq Ne z—4 
"EN le (E ] gio aln aln(1+ 
提示 “一 一 一 o 。 一 < a a L; 一 <“. 并 利用 541 题 
r—a r—a r—a r—a 
aln — 
及 529 题 的 结果 . 
a | ema m fm xy 
o e tiea] aa 
—a r—a 工 一 Q r—a 
r—a 
EM P AES il aln(14- e. ) 
= z—a ^ r r—a ? 
aln 一 
a 
当 r>a 时 ,等 式 第 一 项 趋向 a^ Ina ,而 第 二 项 趋向 * 1* 1—a* ,所 以 ， 
和 三 一 aslna 一 一 anln &, 
ava d e 
[543] lim E (a0). 
"1 g= - x eror zlnx— alna 
z-—a xlnz— alna 六 一 CI — 
m r>a 时 ， 
Zlnz 一 alna _ zlnz 一 zlna 此 TE 
M 一 一 一 一 十 Inc 一 二。 一 — -Ina-—1- Ina — lnea. 
r—a r—a a r—a 
a 
ezinz 一 alna — ] " 7 r*— m 
———á—-—1 (r>a), 所 以 ,lim =q" lnea. 
Zlnz 一 alna ER 
[544] lim(z 十 er)=. 
I>0 
解 lim(z+e)*=lime(1+ 喜 )” =e. e=, 
IrI*0 r-0 € 
s a pl Z 
[545] lim(ir T7)". 
1 bEeVst e ye pd 
Ie ZUGE. 1 z(2*—3*) z(1+z. 37) 
i (iw) 2 | 
i A. 
因为 
z—3 1 .12-1 *F-ly, "EN WE 
rte scs eti zo ) 一 In2 一 In3… 一 中 可 G0. 
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*) 利用 541 题 的 结果 . 


【546】 limtan (下 二 二). 


n 
1—unl 2an} 1 
: x FFtan Vr" 1 Gas L peaal 
f limtan" ( 4 + = lim 一 lim| 1+ =e? 
dus "== \ 1— tan 一 22r 1 一 tan 一 
2tan 一 
e” — e 
[547 lim sinax— sinfix* 
a—p. 
解 lim mM ass am 一 lim -be im nr PNE NN 一 lne 
s Sinar—sinfr z-o os tP rin e z- (a—px sin f£, M" ete, 
x) 利用 541 题 的 结果 . 
[548] lim $;—5, (a>0). 
zsa X^—d 
my EA 
g*—g n (=) = F shi] Blz 2 
fa ere 57a" Be. "Y wm 7 一 ae Bb。 " ye . p 
A (2) =] alnn— e *—1 
当 z>a 时 , In M0, 于 是 上 式 趋 向 -A at ^ B 
NE um APA MT. 
lim za p° (8750). 
"| 
[549] lim em (a>0) 
rb 
T b r-b 
B dia qo og 4 
Wo b r—b 
i 
*) 利用 541 题 的 结果 . 
xh agb. r 
[550] lim $747 —À (a>0) 
—0 
zc Wl 
Hm h? a 8T h ) y 
i a atta tem Gr fa 
* lim h? lim(a ` DE )=lim £( h ) Salna 
*) 4# 541 题 的 结果 . 
i ata at 
[551] lim Paper 
â a bn a Fata x jete 
解 RN ) G+% ) PEU. (i-r) 
az (xad 5) m [i ee Tm eco a+b Fa 9e Ge» 
m (1-222 ) 
a e ob 
一 "e mo bcd 


[5532] limz(yr—1) (x0). 


n= 
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提示 利用 541 题 的 结果 . 


xj- 


A jig 


解 limnQ/r —1)= lim 


RE 

n 

*) 利用 541 题 的 结果 . 

[553] 1lim22 (一 Vz) (G0). 


n= 


8t limn? (一 a) 


bd 1 xa. 1 1 mE e 1 
coax GBRCCHEWEE O arti [rra — l] Er ZnofTl 一 1 n(n+1) 
E. er e T a 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 

< T1 ea T P bu 
n? n(n+1) (元 z11) n(n+1) n1) (z 333) 
— nz. 
[554] lim(4—L 5) (50,50. 
me a 
a i-i 1 
n Ia do Ce 
解 lim (4 Le) =lim(1+ : ) ! ge E 
b*—1 
[555] lim (E ) (a>0, 52-0). 
H 
mee co aras EE) GRE) 
az ae (GHEY - Do (Ve | | 
2 2 
A w 1 " " 
n (T8135) - T [na-n], 
4j 515 题 , 并 利用 552 题 的 结果 
5 can 5 3 aif (2 1). A 
i lim (E ) -im (1 EE) ii setra" — Yap 
(a>0, 570). 
*) 利用 552 题 的 结果 . 
2? 
[556] lim( SEEE)" (a0. 50, c0. 
r--0 
提示 仿 555 题 ,并 利用 541 题 的 结果 . 
解 利用 555 题 的 方法 : 
a+b c NT at ctb ctc zu E c 3 

lig (EE) slim (14-2—27———1)* 3 = Vabc. 

r0 z-0 

i qr pre l 

[557] lim( LE )' (a>0, 6-0, c0. 

解 ” 利 用 541 题 的 结果 ,得 
. arp re se 1 , .2-—1 -1 a | 
lim rCad-b-c) pl 9 Tb x Me x ) 


H 
— n(a?b'c* )s**** , 


因而 ， 
z+1 | pz 二 1 ur 十 
o (ant pet L, a pp pen f urrurru ES eret) 
lim ( ad bc ) =lim(1+ a+b+c ) 
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< 


(k+1)” 
a* 


H 
= (a*bhct)s*9 , 


(a>0, b>0). 


-4 dna+ Inb) 1 
EZ 
—p 


[559] ln a — E. (a>0, b>0). 


a^ —b _. z—] bp -—1 1 
" ime cim (f uu. hi 


Ee E 1 TENE FERME ei 
7 nalnb) ^L ps ia iP (7) - 


r a 


[560] limt E (a>0). 


a 
Ia 


r a 
a 


—a* ),a777* —1, a 
解 lim 5 — lim(a* 。 一 一 一 ) =q" lna. 
=g gsi 


ra A 


Inad +3) In(1--3*) 
[561] (D lim Bos (D lim 入 人 于 2 


In(1--3*) . , [ind-39,.  2* — .(2Yy*]l. innu 
解 OD lim GAF? = lim | 3 lxirz5') ] Vid nu 0 


x) 利用 529 题 的 结果 . 


niic enat 
A ie r . ln3 
lim =. 


InC14-3*) .. xln34- In(C14-3 *) 
(2) lim $1732. | - 1 i 
”In2 十 二 * In(17277?) 


A in(1c-2*) .—erln2--In(14-2-*) 


[562] lim Inc12-201n (14-3). 
T 


T-= 十 co 


-十 oo Te 十 oo X 


3 b(r-L) armo 
解 lim InCL--20In(12-—)— lim Es : Het Et | osea 
E! 3 


[563] lim( 1—2)1g.2. 


a _ l-z, . z 一 1 à 
解 limc1 z)1g. 2— lim s ln2 王 一 ln2 lim-trRG—D1^ — |n2. 
*) 利用 529 题 的 结果 . 

[564] 证 明 : 


lim zo (a>0, n>0). 


z+ 


证 明 思 路 注意 到 当 L1 时 ,存在 唯一 的 正 整 数 上 ,使 得 k 志 x+ 二 k 十 1. 于 是 , 当 2 之 0 时 ,有 EE 


,利用 60 35 65 25 XR. 


WE 当 <z>1 时 ,存在 唯一 的 正 整数 ,使 
kxr-ktl. 
于 是 当 n0 时 ,我 们 有 
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r^ 


F1 


z' RD at. P P ai 


as m 2 及 ar QE T E AE 
因为 当 z— doof. k> d- oo. fi AA 
lim Grp. lim cen 。4 一 0。a ”一 0 
z+ a ro d 
及 
n k" 1 1 =) 
im ET lim 7 f u 9 EA —0 
FÆ, lim Z =0. 
atm0 
*) 利用 60 题 的 结果 . 
[565] 证 明 : 
lim IE =0 (a>1, e>0). 
re I 
lo. 
EREK 4» y—logr.N aa HB zoe Eoo RE y» co, 由 如一 (党 ) ,并 利用 564 CLES 
命题 即 获 证 . 
证 ik logar =y, M] r=, H4 zx 一 十 ceo 时,y 一 十 ceo. 于 是 ， 
zc. loft ss Yoy TOR WT 
eR. x Ig lim ( > ) T 
即 
li logat 一 0. 
aes £ 
*) 利用 564 题 的 结果 . 
求 下 列 极限 : 
. Inr? +e) - Biete) 
K566] (Dlim aa tey? 509.09. aae tee) 
14 Init ate 7) — 
f (Dlim PETE jmt tre) n se” Ss 
zo ln(z +e) zz-02z 十 In(1 十 zie 7) 二 0 24 n+zxe 一) WEE L 
T peate e) 
(2) lim ln(z +e) Üm UE Dep 
z--relnCGr* Fe) eem ULIn tae “) 2? 
r 


其 中 利用 了 结果 lim za “二 0 (20, a>1), HM, 
Xie7—>0 及 zx'eU—0 (x4). 


ln(l1 十 xe”) 
[567] lim ———— ——. 
279 ]nCrd- V1l 二 zx?) 
ln(l++ ze’) s 
———— — re 


Slim In(ltze)  —— im xe” 
79 In(r+ Vl+zr) = AE oe ) 
re 


1 
一 ln(1 十 Zz?) 十 一 -二 = 
2 = VI+ z’ 
V1 十 到 
一 lim 一 全 一 一 limer V 1a 一 1. 
x0 zx—0 
Vitz 
[568] lim[(z 十 2)ln(z 十 2) 一 2(z 十 1)ln(Cz 十 1) 十 zlnz]. 


工 ~co 
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rào. Qr 
[1 lim[(z 十 2)ln(z 十 2) 一 20z 十 1)In(z 十 1) 十 zlnz] 一 limln SED E 


2 $202 
jp 
= limln ( m In : 一 0 
x Id 


[569] L3] Gael 
-十 0 Ed 


I*+0 


Inz 十 ln(lna) 
解 lim LS . ( maz ) 一 lim 人 


。 lnz 十 lnclna) 


Inz—lna | ji In 
= lim n(14 21a .) n "UO ne» 一 lna2. 
re 十 0 lnz 一 jna 
han 
[570] lim (wet zr. az). 
一 十 oa z z=] c—1] 


z P 
解 lim (m= /4ax Tl. ae lim rdi -—l 
ace at zi —l zx—1 Sh In! (1 十 一 2 ) 
z—1 
(z+ Vz —1) 


2 42 
In| 14- ———————————————— 
EN | E Qr =T FEFA 


im ZG 


bh 
7 2 
| Gr a! —1)C( Va lo Va —1) 
2 2 
ize) 
iih (2—1)? 
ate pde VI 1) VEF + V21) 


V ld xsinr —1 
[571] lim C 


& li V]1 十 zsinz 一 1 一 1i xsinr ; ES 


1 
I aaa aa e 
9(e 1X l+zsinzr +1) 9e 2 la+ / 1E zsinz) 


[572] lig £s Cre" )—cos(xre ^) 


2-20 z? 


ein z(e' re"). z(et—e =) 

. cos(xe')—cos(xe 7) .,. 2 2 
解 lim 3 lim ; 

2-20 x 2-20 x 

-te Te > i r(e*—e 7) 
NT. ul ee R ma xm 
z=0 | Z(er 十 e =) Z(er 一 ez) 4r’ e” 
2 2 
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2 lim( F . 云 )= 一 2. 


a--0 e 


ES 
F 


[573] lim(2e" —1) 
2—*0 


1 22-1), ati -i 
2 z sA) 7 A 
解 imeri- imitan |" de "| H è. 
x0 x0 
[574] lim- r)", 
rl 
zir—1) 
m detyt s 
解 lim(2—:2*? 一 lim[1 十 (一 z 十 1)] ^ m "一 ex 
ax žl 


— einat 
[575] lim losie (a>0, 82-0). 
mE KI — sin*z) (1 — six) 


(a-- p) * Insinz 


4 1—sin*^?x cds 1 一 e 
f lim lim - - 
sep C dne ee ue IUE un CE eoe 


2 


"e — gc B) * Insinz » ; i . 。 1l lat « losi 
-im| (rr 25) ; (zzz) a (£o) s ( atg eue) 


Vaf! * Insinx 


RE 
mr 


—etg 
Vaf. 


ik 其 中 工 在 的 附近 变化 , 故 sinz 之 0. 


E Ai sh? x 
[5761 二 二 CS 


解 题 思路 由 shz 及 chz 的 定义 ,可 得 
2 
shóz (e*—1) 
InCch32) in[ 14-3 (ee $)*] v" 


(参见 340 题 ). 


利用 541 题 及 529 题 的 结果 , 即 知 所 求 极限 为 - 


(ey 
sh? x . 4e? 


fü lim 一 lim 
-oln(ch3zx) 7n [ie (ee) ] 
Ty 4. 
lim| (2-1)! e c4 poa 3r v 2] 2 
pit 2x 1 [+ 去 (ee) ] Uu] did x 9 
2 
[577] lim sh Vz o x-—sh Vr — zr 
pee chx É 


ED 2— Z p 
解 sh Vx 十 Xx 一 sh yr’ —zr=?2sh EN To. ch Vz LT ES 
因 为 


EN 2 
Jab Var - —-L (>+), 
XU rx xi rcr —r re ums T 
zx a 
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ch ji Vx 二 zx 二 Vr:—z) A E s Vz E MEE 


chx ete” =s 
所 以 ， 
li sh Yatan shy a 1 
im 2sh —. 
一 十 co chx 2 
[578] lim (z—Inchz). 


十 co 


解 lim (x—lnchz) — lim (i e) = lim [2z--In2—1n(14- e) ] 


ET 
十 co -十 co 2e ~ 十 cc 


= lim [1n2— InCe 2 十 1)] 王 ljn2. 


Te 十 oo 
" erin?z pm esinz 
peu m e 
em 1 £—1, sue 1 (e RD 
esin2r — gen (esinzz 一 esinr)(ezz 十 1) .. Sin2 工 2x sinr cr 2 
S lim th. lir e—1 =li =i 
Zw 
1 
c3). 
1 . 
ch - , 
[580] lim n ) 
eN cos 工 
n 
2cos Æ n? ae aaa 
ch A n? z CENE d X o - x. : : 2cos-- g 2 
n 7n e" +e n —2cos- Un 
解 ( n ) (* +e ) zl 1 ， 
cos = 2cos 工 2cos 工 
n n n 
e* +e * —2cos 工 
n 
因为 
nè (e* +e *—2cos $) =n? | ce —e 5ye2(1-cos ©) | 
=n | ceñ —e Bn )2 十 4sin2 £] 
n 
xo EO 2 sin 5-4 ? 
x lac l. z4 sa, 3 ee m) OO 
2n ^ 2n 2n 
ch E , 
所 以 ,lim( a ) =e 
"=e N cos = 
n 
, "M ax-- 
[581] limarcsin 317. 
< c 1525 r x 
R8 limarcsin 1-7 —arcsint 1 ) 一 2" 


[582] lim arccos( Vz? 9-z — 2). 


十 co 
= arccos med 
3* 


Y= 


; ; x 
f lim arccos( wz 十 zz 一 六) 一 lim arccos ——————— 
.十 oo 十 oo y x* d- x x 


" a-—4 
[583] limarctan G27 
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; zt — 0. 0g 
解 limarctan G5 o R$ 
[584] lim arccot ————. 
eee IFz 
fi& lim arccot Arr” arccot( — 1) = 3 
Ranina m 


li arctanC x T- A) — arctanx 


[S851 Im i 
—— —Ó 
s jig retanGe- A) —arctanz im arctan 1E xG- Fh) . 1 onc do a9 
h0 h h--0 h lc zrG-FA) IFz 
ltælethk) 
SEIL REIS EM 
r-0 
IFz 
In 
[586] P ——— a — 
z-oarctan(14- x) — arctan(1— x2" 
PIRE In(14-:22-) Ek ; 
解 lim E sjy > A LL 8 WV EC ug 
z-oarctan(1-d-z)——arctan(1— r)  .—o 2x 2x la ` 
一 一 一 arctan 7 
I= 2-—mu* 
; 1 (px 
[587] lim | marcan TEENE tan (1 t£). 
; 1 n( T42 
解 lim | marctan er QN NE m tan (3 uc 
A mo Wo NT 
= lim arctan PEDF , n sigi- 1 M E | — et 
reo 1 nG* cT D-cx 1a 1+2 
nG? T Tx 2 
x 
2tan5- 
" To x 
[588] lima ( 1 arctan Et )- 
二 
i T LE egi 本 
解 limz( 于 一 aretan Fy) — limzarctan 57 十] fim 1 | 2 
2x41 
; T : x 
[589] Jim z( arcsin zm) 
i arcsin m 
a TT eT. ED E ` da zb x z p a 
fg Jim z( 2 arcsin Jeep) lim zarcsin CHE dim 1 2223 1 
æ +1 


x) 其 中 利用 了 结果 :limarcsinz 一 1， 
r--0 


(一 1)” csc(x V 1+n ) 
[590] lim 14E] : 
A oz (-D" 


aqya 4C DU auae 14-23 
[po] 


[i stie eee 


n 


f lim 


Hi co 


= lim 


no0 


n E n nav E. 1 
l Ert d nsinCnx— x V 1n? ) i [ phg sin(an—a V 1 十 到 ) nV +n? 一 mm) 
= lim ~ 一 一 | tA 
goo n —— n 
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em mm i-i!) 一 e 


ia A "EM " 
z (nmx—m 145-0). 


1 


[591] lim ES e £z. 


提示 令 y 一 二 ,并 利用 564 题 的 结果 . 
EJ 100 2 450 
f t=, pul lim e z 3 lim% — lim 2^ 9», 
ro yo gw 
x) 利用 564 题 的 结果 . 
[592] lim zlnz. 
pr 


提示 4 ?一 工 ,并 利用 565 题 的 结果 . 


解 &»-l, pul lim zlnz— lim — 0, 


yo 


*) 利用 565 题 的 结果 . 
[593] Soz lim (Yz? 3-x —2);(2) lim (Vz? -x— x). 


xz 十 co 


解 (D im (Yr -r—2x)-—4-o9; 


1 
(2) lim (Ve T x—2z)-— lim 一 一 = 二. 
: Bh: r6 YX’ 十 Zz 十 工 2 


[594] (D lim (V1 十 z 十 z — V1l—z+tz’ ); 


x-—oo 


(2) lim C /19- zz — V1—zz). 


2x 
M. 《1) lim CHEER - cara em lim 
NC dd ro 9mm 


— lim 一 一 1; 


UM uL momen 


*) š r——coB.r——.zi 


(2) lim C /19- zca* — /lw I ICI =; 


z+ zoo 
Ji FW S "ras +4- 


*) 当 x—-FooHxr—.yi. 


[595] (1) lim arctan 


(2) lim ,arctan 


r-1—0 i= =r’ zl DS 
: zm. 
解 (1) lim arctan Do 
(2) lim arctan — 
Z1 十 0 1— X 2 B 
[596] (1) lim ——; (2) lim 
一 "1 十 ez eer) 
St (Dlim 一 =1; (2)lim— = =0. 
£09]-re- zetoj eT 
[597] CD lin POED, quy lim PUFO. 
pasca zx -十 co zx 
S (1) lim 上 lim | | 
一 co E o 一 co e T 
(2) lim In(lte) lins [i Be |]=1. 
r+o0 x z+ T 
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[598] 证 明 : 
(1) 当 x 一 一 cost , D E240, 


(2) 3 z-e "coit D e 2—0. 
证 〈1) 当 z<0 时 ,及 当 |z| AKUA 6 2. THEM acm — oot D 2-0; 


(2) x70 Bf, oc et <2. 于 是 ， 当 z 一 十 oo 时 ,于 一 2 一 0. 
[599] 证 明 : 
(1) 当 r——0 Hf, 27—1—0; 
(2) 当 x—--0 Bf, 2*—14-0. 
证 (D? z<0 Bf,0—2* <1. FÉ 24 n —0 时 ,2* 一 1 一 0; 
(2) 当 x20 时 ,2 之 1. 于 是 , 当 zx 一 十 0 时 ,2 一 1 十 0. 
[600] ik F(z) 王 zx 十 [zx?], 求 f(1),f(1 一 0),f(1 十 0). 
解 f(1)==2; 
fQ—0)— lim (z+[z J])=1+0=1; 
fa+0)= lim G-F[z^ p —1-1—2. 
[601] ik F(Cz) 王 sgn(Csinrz) R f(n), f(n—0),f(n+0) (na 一 0, 士 1,…) 
解 f(n)==0; 
f(n—0)— lim sgn(sinrz) 一 (一 1)” 
f(n+0)= lim sgn(sinzz) — C— 10)". 


r- nto 
K: 
3 1 
[602] limr4/cos —. 
r0 a 
解 ” 因 为 /cos L 为 有 界 函 数 ,所 以 ,limz cos l 一 0. 
1 
[603] limz( 7 ]. 


提示 “注意 到 当 xz 天 0 时 ,有 [A]. 


8 因为 
工 一 1 一 [ 工 ] 入 二 〈zzo)， 
r r r 
M r>0 hf 
acel ide, 
r 
当 x 二 0 时 


加 1 
1 azul 
TR. limz[-]—1. 
x0 Na 
[604] limsin(z yn +1). 


解 limsin(r Vn’ T1 1)— limC— D'sin(z V 1—nz) = limC — D"sin VATPG 


[605] limsin* (x Vn? +n). 
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解 limsin (x Vn Fn) = limy [1—cos(2x V *2)]- 3 lim{ 1—cos[2x( Vn? +n —=n)]} =]. 
[606] lim sinsin**sinz. 


解 ” 先 设 oK, 这 时 , 0 过 sinrx 志 xX, Oxcsin(sinz) xisinrz, 依次 类 推 .用 数学 归纳 法 , 即 可 证 得 
ES n 一 1 个 
OsxCsinsin:** sinrXcsinsin*** sinz, 
这 说 明 sinsin…sinz 随 着 2” 的 增 大 而 单调 减少 ,于 是 ,由 其 有 界 性 知 极限 
n 个 
limsinsin… sinz = p 
n4 n 一 1 个 
limsinsin*** sinz = sin(limsinsin*** sinz) 
Bl siny= u, Bk y= 0. 
同 法 可 证 , 当 x 二 x 二 2x 时 ， 
"T 
limsinsin… sinz — 0. 
再 利用 sinz 的 周期 性 (周期 为 2:0 ,得 知 对 任 一 工 值 , 均 有 
Di 
limsinsin*** sinz — 0. 


n 


[607] 设 limp(x) 一 A Klimg (x)= B , W ri Jte A FT fie Hi limp CoCr) ) — B? 


NET 
—5 =y , l, , 
研究 例子 ， SE uq EERS quce cet 
0, zr XXBUÉ, 0, Z 一 0， 


并 且 x0. 
f ”不 一 定 .例如 ,对 于 函数 


PS d 
ZU z— P pq 是 互 素 的 整数 )， 
0， xr 为 无 理 数 . 
l, Z 天 0， 
i «o-[' x—20. 
则 有 


limg(z) —0(—A) 及 limy(x)=1, 
但 是 ,极限 limy(p(z)) 却 不 存在 .事实 上 , 当 z 以 一 串 无 理 数列 zx, 趋 近 于 零 时 ,有 gw(z,) 一 0, 因 此 gCpGn 2) 
—0(n—1,2,:-),1]24 x APAA x, GET AERE 960750. AE, pola) 710 1,2, 7). 

由 此 可 知 ,极限 limy(g(z)) 不 存在 . 

[608] 证 明 柯 西 定理 : 若 函 数 F(z) 定 义 于 区 间 (a, 十 ce), 且 在 每 一 个 有 限 的 区 间 (a,2) 内 是 有 界 的 ， 
则 

(GD lim £C = lim [ fid — f()1; 

(2) lim [f] = lim LED. (G)2c»0, 
假定 等 式 右 端的 极限 都 存在 . 

证 DR lim [Az+1) 一 7z)] 一 A. 任 给 se>0, 必 存在 正 数 X >a fE >X, 时 , 恒 有 


| FCz 二 1) 一 rz) 一 A| e 
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现 设 zx 之 Xu 十 1. 于 是 , 恰 有 一 个 正 整数 n tF xz) MÆ nx XQ nol. 4 c—r— X, —n, Mj oxel.x 
— X, cen. 我 们 有 


fœ a. an k un apan Co 十 DA 
X 


EA n £ d 
显然 
2 [2 a] | a| 
X n n 
= L| ose — fX +r+k— 0-4) 
k=1 
1« 1 ne e€ 
« pr? | GR e FO — fU 十 rz 十 一 1D) 一 A| «Er. 
由 假定 ,f(z) 在 Xi r«X,d1 上 有 界 , 故 存在 正 数 Xi ,使 当 4> Xi 时 , 恒 有 
(A? < (0<r<); 
3 
另外 ,显然 存在 正 数 Xo E04 >X: 时 , 恒 有 
Ss 
r 3 


^ X—max(X,-1, Xi ,X; ). FÉ, M4 x X 时 , 必 有 


=E 


fa) EEE 
k ajetit 


由 此 可 知 lim L6 — A, 故 (1) 获 证 . 


(2D HBE, f n Zmc0. id lim ZEDA, gus A'z0. 下 证 A70. 事实 上 , 若 A'—0, JU ZEE IE I 
hnc Uri ud " 
Xu [li 4 >X 时 , 必 0< re» <7 TE, 
oc £O Em - f(Xotn) .fOctn-D... FED e CL 
fO)  f(OGQca—D — f(OXG o 2—2) f (Xo) 2; 45 


由 此 可 知 lim f(X 4-20 —0, 6 RRS £020 矛盾 ,因此 ,有 A' 70. 


由 于 AD> B. f(x) 在 每 个 有 限 区 间 (a,5) 内 有 界 , 故 函数 In7(z) 在 每 个 有 限 区 间 (a,2) 内 也 有 
界 , 并 且 


i Ln q fata 
lim [lnf (z+1) Inf (zx)] mn InA'. 


于 是 ,将 (1) 的 结果 用 于 函数 In f C BAR 


lim E2 Ing! 
故 有 lim [/G)]* lim [2]: — lim e n eM LS A 


证 毕 . 
[609] 证 明 : 若 (1) 函 数 f(x) 定义 于 区 域 r>a 内 ;(2) 在 每 一 个 有 限 的 区 域 c<<z< 内 是 有 界 的 ;(3) 
lim [FFGCz 十 1) 一 FGz)] 王 十 ce (或 一 co)”… , 则 


lim [89 on (或 一 co). 


ro T 
证 “只 要 证 明 lim [f(z 二 1) 一 f(z)] 一 十 的 情形 ,这 时 要 证 lim UD - eoo tF Loo OE R 


要 考虑 函数 一 f(x) 即 可 归结 为 十 2 的 情形 ). 任 给 G0. 必 存 在 正 数 Xo >a, f? >X, 时 , 恒 有 
fot D-— fG224G. 
现 设 zx>2(Xo 十 1). 仿 608 题 (1) 的 证 明 , 恰 有 一 个 正 整 数 n KF z) ,满足 nx 一 Xo 二 n 十 1. 令 t= 二 
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一 Xo 一 n, 则 0xce-1.ax-— Xo-d-cd-n. 由 于 n - 12 x— X479 X442, BE n2 X9 9-12 X, +r. A ffil 222 x, Bl 


n 1 
ww 
又 ,我 们 有 
GO) n. fG)—fOGS D | fOG- D. 
x zx n 工 
显然 
A [fCXotrth)—f(Xotrth—1)]> 二 + 4nG= 4G, 
k=1 
故 
n. fG) — Sf Xt 46 
Z n 
由 假定 f Go Xo 三 Zz 二 Xo 十 1 上 有 界 , 故 存在 正 数 Xi ,使 当 rX 时 , 恒 有 
| Pd ads 
hi 
4 X— max (20 4-D X, ) JS c X nt ibi I2 —G. 由 此 可 知 lim £6 = 
证 毕 . 
* ) 原 题 条 件 (3) 误 写 为 im [f(z 十 1) 一 f(z)] 一 oo, 结 论 误 写 为 lim L oo, 例如 , 按 下 式 定义 


[0, 十 co) 上 的 函数 f(x) 


2n, 2n 二 Xx 二 2n 十 1， 
f(z)= 人 三 
0, 2n l1xixr-2n-c2, 
则 显然 /(z) 满 足 原 题 的 条 件 (1) 和 (2)( 这 时 a 一 0), 并 且 lim [f(z 二 1D 一/(z)] 一 00; 但 显然 lim f 


-= 十 oo 


fu £2- 


天 coe( 实 际 lim. 不 存在 ，lim 


一 十 co 


[610] ipn ied cas 内 ;(2) 在 每 一 个 有 限 的 区 域 a<r<b 内 是 有 界 的 ; 
(3) 存 在 着 有 限 的 或 无 穷 的 ( 带 确定 符号 的 无 穷 , 即 十 cc 和 一 c)” 极 限 
m FEED fon 


Ja 


Siy n A 
w 


zoo 


=1); 


=], 


WE 先 证 一 条 一 般 性 的 定理 (Stolz 定理 在 函数 情形 的 推广 ) 若 : (1) 函数 f(x) 与 g(xz) 都 定义 于 区 域 
ZX 之 a 内 ; (2) 了 f(x) 与 g(x) 在 每 一 个 有 限 区 域 a<r<b KAR, H go xa 时 满足 g(Cz 二 1) 之 g(z) 且 
lim g(x)-—-Foo; (3) 存 在 极限 


fG-)— fG) _ " EPAR 
giz 十 1 二 gtx) 一 《为 有 限 数 或 为 十 oo 或 为 一 o0)3 


则 必 lim 大 一 i 


证 如 下 : 
先 证 1 为 有 限 数 . 任 给 60. 存在 正 数 Xo a 8 24 >X, 时 , 恒 有 


ficTD-—-fG) , <E 
Elt D- glz) 2" 


现 设 zx 之 Xo 十 1. 于 是 , 恰 有 一 个 正 整 数 "依赖 于 x), (E nx Xon 1.4 r=r— X. n, W] oce, r= 
Xo Hrt: 我 们 有 


f= fXOXs T 0 


SUR ORNCHFO 
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去 5 g(Xotrtk)—g(Xo+rt+k—1) . fXotrtk)—f(Xo+rtk-D_, 
g(xz)—g(Xso +r) g(Xo 十 tft 十 k) 一 g《(Xo 十 ft 十 k 一 1) i 


而 
EEF TO IO TED I| (miden. 
又 由 于 
g(z)=g(Xs trtn)>g(Xstrtn—1)>g(Xso+trtn—2)> = >g(Xo+r), 
从 而 ， 
HERO piet E R O EA 

由 此 可 知 

nofro TEES DE E EE 

giD-—gOX,— gix)—gGOX +r) 2 
容易 直接 验证 等 式 


£a p- ma | £9 - ZO [| £98 9— 18CXo 十 z) 
go) gx) gE(Cz) 一 g5(Xo 十 r) g(x) 


由 于 lim g(z) 一 十 co ,并 且 f(z) 与 g(x) 都 在 Xosx-— Xo 1 上 有 界 , 故 必 有 正 数 X >a FEE x X, 
时 , 恒 有 


Baoa < 去 | Ao in <£ 
gio) gx) 4^ 
4 X-—max(X,1,Xi ). FÉ 4 xo X H, fU 
fœ | NN 
|42- 2 T di 


由 此 可 知 lim 太一 4，! 为 有 限 数 获 证 ， 


下 设 ' 王 十 ce( 若 L— — co , 则 考虑 函数 一 FCz) 即 可 化 为 !“ 王 十 ce 的 情形 ). 任 给 G>0, 存 在 正 数 Xo 之 a， 
使 当 之 Xo 时 , 恒 有 


f(x tl) FC) 
Elat) = gx yos 


M r>X, +1 时 , 仿 前 一 段 之 证 ,有 
Fe =f KFO y geb —gOXteckk—1). f(Xoct et F5)  f(OXo trik) 


g(z) 一 5(Xo 十 r) £ &(z) 一 5E(Xo 十 r) g OX; ct E) — gCX, +r+k—1) 
从 而 ， 
fG)— fOG 0 e g(Xo+r+k)—g(Xo+r+k—1)_ 
gix)—gCGOX, To S 2; gix)—gOX, 0 Hus 
易 知 


fœ) _[ gX +r) s. Eef Kertr) fX +r) 
ECz) gx) gix)—gOXs +r) gx) ^ 


根据 lim g(z) 一 十 co 以 及 fx) g(x) Æ Xo 三 Xx 二 Xo 十 1 上 的 有 界 性 ,可 取 正 数 X >a, $4 x X 
时 , 恒 有 


e cd. fX tr) ZC 


gi) 27" gi 
4 X 一 max{ Xo 十 1,Xi ). FÆ, 4 >X BE TEUER 


[Ll v AG—G- 
gi) 


由 此 可 知 lim EEE = + oo, 所 述 一 般 性 定理 获 证 . 


十 co 
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HERNIA Fl Jb — RE XE TOR E BH] As IL. YE EE PU G0 — a7. AE g(x) 满 足 一 般 性 定理 的 
条 件 ,并 且 


| FHD- FD n fGc0D-f(G) 
M a N pia im GED an 


= fim Fath A 
7 08 Dat n+ Dnr 1 eb Go Del 


x E55 


EUM [=e : 1 ] l 
g QD - TO Dar! b aHa pa 


了 十 co 


由 此 ,根据 此 一 般 性 定理 , 即 得 lim LO lim LRL, 
Pas he zr-Leg(r) n 


证 毕 . 
*) 原 题 所 说 的 无 穷 , 必 须 是 带 确定 符号 的 无 穷 , 即 十 co 或 一 00; 参 看 609 题 末 尾 加 的 注 . 
ik 608 题 的 (1) 和 609 题 可 直接 从 上 述 一 般 性 定理 推出 .实际 上 ,只 需 令 gr. d 


co hm de RR  —dodly—fü». 
n I) E €or sn ph BD 


lim [fCz+t+1)— f(x)] 
即 知 . 
n 2 n 
[611]. 证 明 :(Dlim(1 十 之) =e (Olim(1-z 2,474 )-e. 
EET Res 2! n 


证 (D? z—O BERE REAR IU DR A0 BEA y, — 7 T1 题 的 结果 ,得 


lim (1-2) -lim(i- 7)" =e, 


noo n-9o 


(2)?4 x—0 时 是 显然 的 ,我 们 先 讨论 x20 的 情形 . 由 牛顿 二 项 式 定理 知 


(+2) Sitat (1-4 )+ t2 (1+) (1-2) 


n 


mee. 

1 ni 

另 一 方面 , 当 mln 时 有 
Q-E)yeemRG-L)jG-L)-(-22). 


4 m-9o(n 保持 不 变 ) ,得 


2 n 
e’ 宇 1 十 x 十 车 十 … 十 三. 
21! n! 
由 此 可 知 
2 n 
ia (1 tr tt) (a0. 


由 于 


(ESSE) BE D'z)er( (ZY, 


n! 
而 由 61 题 知 ,对 固定 的 有 lim 扎 一 0， 于 是 ,对 于 x 二 0, 仍 然 有 


2 n 
matat tt gt (z=0). 


n= 


[612] 证 明 ;limnsin(2xen!) 二 2x. 
提示 利用 72 题 中 的 公式 (1). 
证 由 72 题 
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elg j^ ed. TR TT 


其 中 0 二 8 过 1, 因 而 ， 


r : xh ; 1 1 81 
imnsin(2nen 1) = limnsin] 2an! Gi | 


= irt riim) * 2rn (二 I 8, ) -a 


ET. 


= lim 


no0 


作 下 列 函 数 的 图 像 : 


[613] (Dy-1—29; (2y-lim(1—2?) (—1<zx<1). 
8& (1) 如 图 1.238 所 示 . 它 关 于 y 轴 对 称 . 
1, [x|«1, 
0, |z|=1. 


(2)y— lim(1—2^)— 


如 图 1. 239 所 示 . 


图 1. 238 图 1. 239 
MI f a” 
[614] (1) y= Tz (xz0); (2) y-limiTz (20) 
f& (D 如 图 1.240 所 示 . 
0, USTEL 


da, g= 
(2)y= 2 ， =l, 
1, Izaten, 
如 图 1.241 所 示 . 


图 1. 240 图 1. 241 


[615] »—limf. L5 0. 
一 1， [z|«1, x0, 
fa 因为 y limi x 于 ,所 以 ,> 一 0, |z| =1, 
Ts | z] 21. 


如 图 1.242 Brzn. 
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ENSEM ] —— 
- 4 — —e9- a 
4 o i x 
: s j 
图 1.242 
—-— 24 
[616] y= lim +T 
解 y= Vr -|zx|. 


如 图 1. 243 所 示 . 

[617] y= lim //1-- z^ (<50). 
1， 0<z<1, 

ua mL. 

如 图 1.244 Bran. 


/ 


wl 


y-x 
| 
! 
O 1 x 
图 1. 244 
" PES 
[618]. »—limj1tat (m) Gao. 
ls O0sxx&l, 
d. LTT; 
HN y E 
2" 2xtr« oo. 
如 图 1. 245 Bron. 
7 十 2 
[619] »—-lim————  (xz0). 
y nc / 22n F r 
0, 0xcr-2, 
解 24/2., r-—2, 
zr. x2. 
如 图 1.246 所 示 . 
[620] (Dy-sin? z; 


(2) y limsin?z. 


me co 


解 (1) 如 图 1.247 所 示 . 其 图 像 始 终 在 Oz 轴 上 方 . 


e Q,242) 


图 1. 246 
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图 1. 247 


0, zXGbED-. 


(2y- (一 0, 士 1, 士 2,…) 
l, z=(2k+D) 5. 


如 图 1. 248 所 示 . 


[621] y= lim C) (rz0). 


ln2s 0xirx2, 
解 y= 
Inr, 2«r«-Too. 


如 图 1.249 所 示 . 


图 1. 249 


[622] y= limGz— Darctanz^. 
0, —1«zsxl, 

i "sc. 21. 

如 图 1.250 所 示 . 

[623] y— lim 1-75, 

l, | za<l 


ati g=, 
如 图 1.251 所 示 . 


| 
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[624] y= lim Z£ x y 
r, zr«O0, 

解 y= ELN r-—0, 
2 
ls; x50. 


如 图 1. 252 所 示 . 


[625] vedm-i-daL (zx>0). 
tez DX X 


图 1. 252 图 1. 253 


z (1 十 二 大) 
etim | D—36 zx |- g” 
En od 
如 图 1. 253 所 示 . 
[626] £8 
lim[ fx) — (kz+b)]=0, 

则 直线 y— kxd-b 称 为 曲线 y= fo RAER. 利用 这 方程 推出 渐 近 线 存在 的 充分 必要 条 件 . 
解 题 思路 ” 先 讨论 渐 近 线 从 右边 伸 向 无 穷 远 的 情形 . 当 20 时 ,由 于 

fG | f(z)— Gad b) 

T 


r 


Ea 
d 


利用 假设 条 件 即 得 


lim EOD, A dim 1 [fG —kx]— b. 


反之 , 若 上 式 成 立 , 则 dim [ f() — Ga b) ]—0. 
用 类 似 的 方法 可 讨论 zx 一 co 的 情形 , 且 得 同样 结论 . 
解 ” 先 讨论 渐 近 线 从 右边 伸 向 无 穷 远 的 情形 : 


fia: [F5 — hd] 6. a) 
而 在 x 这 0 时 ， 
La) fi) ketb) py b 
k E P si 
8p 
lig E eaa (2) 
ae I 
又 由 (1) 式 得 
lim [f(z)—kz]=6, (3) 


即 常数 上 ,5 可 由 (2)、(3) 式 确定 .反之 , 若 极限 lim LO ege HAARA IER. lim [f(x) 一 Az] 存 在 且 


有 限 , 等 于 0, 则 (1) 式 成 立 , 即 
y=kx+b 
是 一 条 渐 近 线 . 用 完全 类 似 的 方法 可 以 讨论 zx 一 ce 的 情形 ,上 且 得 出 同样 的 结论 . 
综 上 所 述 ,所 求 的 渐 近 线 存在 的 充分 必要 条 件 为 
en 


lim ——— 


-co 


此 时 ,> 一 Az 十 2 为 曲线 ATON 
[627] 求 下 列 曲线 的 渐 近 线 并 作 其 图 像 : 


T 
Vapi WT Wy YP W yi 


=k 及 lim[ f(x) —&x ]—5., 
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m" 
Oca 

提示 《1) 注 意 limy 一 “及 limy 一 c9， 并 利用 626 题 的 结果 , 即 得 渐 近 线 :Z 一 1, 工 2 及 y 一 1.(2) 应 
Sbr— ok XI 说 十 oo 分 别 利用 626 题 的 结果 . (4) 仿 (2). (5) 仿 (2). 

解 OD 因为 limy 一 “= 及 lim y=, HA, ER ZX 二 1 及 z 一 一 2 为 曲线 的 垂直 渐 近 线 . 其 次 


zr 


(E) s—lb-e) y— z-arccos =; (7) y 一 


k— lim? — lim y 
而 
xr i 人 
b= limCy— kx) = lim-z T —3 x ; i 
所 以 ,y 一 1 为 曲线 的 水 平 渐 近 线 . | 
曲线 通过 原点 . EM 


3M —2<r<1 时 ,y 二 0, 故 曲线 在 Oz 轴 的 下 方 ; 
M x 之 1 或 z+ 二 一 2 时 ,>y>0, 故 曲线 在 Oz 轴 的 上 方 . 
适当 描 若 干 点 ; 


AG,D, BVZ, —/D, CU, Š), DC-3,32 =, 
并 用 光滑 曲线 连接 , 即 得 图 像 (图 1. 254). 
/一 7 图 1. 254 
(2) k= lim S T lim (/z 2-4. 


a- oo 


LIz-------------i-- 


2 
ks ii Xp foni (VTZTz 一 z) 一 一 方 ， 


z--— oo z-e— oo 


于 是 ,直线 y— c0 AR y 一 一 x 一 去 为 曲线 的 ( 斜 ) 渐 近 线 . 
曲线 y= Vz 十 zx 为 双 曲 线 


1 2 
bep) ow 
a S 
4 4 
AE ETE E 如 图 1.255 icis 
(3) k= lim A P n. - 12-1, 
Lafi gp. Zz 十 Xz? 一 ZZ? 
b= limC Vr z? +r)= rp JI 
lim-5 - 1 3 =, 
UA (3-1) 一 /二 -1+1 
x z 
斜 渐 近 线 为 
?一 一 z 十 可 
曲线 通过 原点 及 点 A(1,0). 


当 一 co 过 x 过 1 时 ,y 这 0; 而 当 zx 之 1 时,y<=0. 
如 图 1. 256 所 示 . 
(4) M x0Hf, 


te 图 1.256 
te 
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Hil z] „im z270, 
故 渐 近 线 为 y= x; x 二 0 时 ， 
k- lim c yos b= lim T 
故 另 一 渐 近 线 为 > 一 0. 
曲线 在 x 二 0 处 无 定义 (以 后 可 以 说 明 它 是 “可 去 的 间断 ”). 


因为 y 二 0, 故 图 像 始 终 在 Oz 轴 的 上 方 . 
如 图 1.257 所 示 . 


(5) 34 z>0 时 ， 


ed Nus bute )_ lim | £e ED 1-3, 


Te 十 oo T 


-十 co 


b— lim me )—xr]-— dim In(e -十 1) 一 0， 


故 渐 近 线 为 y x. 同 法 可 求 , 当 z<0 时 的 渐 近 线 为 y—0. 
曲线 通过 点 A(0 ,ln2). 
如 图 1. 258 所 示 . 


z+arccos 十 
(6) k= lim z —], 


一 lim[ (x arccos lau zo 


故 渐 近 线 为 > 一 z 十 到 . 


将 函数 y 一 z 及 y 一 arccos 二 ( 见 316 题 ) 的 图 像 按 相 加 法 即 得 ,如 图 1. 259 BER. 


图 1. 259 


p Do E zi o zr] lY 
Se= I i (4y eu ial a A 


BADER H y Z +E. 曲线 通过 原点 .如 图 1. 260 所 示 . 


求 下 列 极限 : 

n+ gU 3 
[628] lim[ c; zortweus t me 
解 题 思路 ”注意 到 

gU "t2 


BE a dr bad ied 
er Gen: dr sra eH “+|zl"™), 


xt . zt pas pee [^^ 
| 1- [x fes nl n! |? 


利用 61 题 的 结果 也 趋 于 零 . 
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S 由 于 


EE o EE, 2H lala adan - 
Grp ^ Oe OEDI tows tp tlelt” - xin. 


当 |z|=1 i, ERA HA 


当 |xz| 关 1 时 ,此 式 为 
js] fpe 1 [2857 lzl lkal A 


(na+D! 1- |a| iTz LtD)! a1 n! 


—0 (n>); 


(n FD] 


gE dm ( z DE — 一 > CO — lam — 
由 61 题 的 结果 知 :;TaTiDT O a 一 0 Gere, AN m BELICE T i 
ntl nt2 
于 是 ,对 于 任意 实数 z, 有 lim| crt GED- —E»l- 0; 
[629] lim[ (14-32 (129-220 (1097: Aaa] E | x | 1. 
" jeu " j-34:7" 
提示 “由 1 十 z 二 一 一 一 (R—0,1,2,-,2) 可 得 (1 十 z)(1 十 z2)(1 十 z4)…(1 十 z2 ) 一 
1 7 l—2 
X 
解 ”因为 
o 4 Pa 
17-1 T. 1 十 z T. loca Lu - 
1 1 1 一 2 
所 以 ， 
2n*1 
O2) 09-2 = T 


又 因 |z| 到 1， BO noB. x” ! >o. 最 后 得 到 


lim (14-22 AH 01-0 O2] LL. 


. z 元 x 
[630] lim (cos 008 COS r ) " 


noo 


- AE d. E... g LONE ENS z x Eo. 3B 
提示 “由 sinz 一 2cos sin = -—2'cos cos 一 sin 2 COS —— COS =+ cos Sosin Ss 


2 2 2 4 2 4 2" 2 
GE 
可 得 cos cos P *cos dE. ems pius (rz50). 当 x—O 时 , 显 见 原 式 为 1. 
2 $ u y 
sin <= 
2^ 
解 因为 
inr=2 Zn X XE aii ne scie DIG S. neds Seins 
sinz— 2cos ^x sin 5 cos cos 7c sin 7 cos ^-cos 777608 prsin o, 
所 以 ， 
XE. 
lim ( cos 了 * cos 4 "eos 2s ) - tie (525 m L- | 二 . sinz) Gc CrzE0). 
sin z- sin z- 
2" 2" 
2 z 一 0 n li 
[631] ilimge 一 1， 其 中 G0, HEUTE n—9o9Bf am>0 (m=1,2, 0 ,换言之 ,对 于 任意 60, 
存在 正 整 数 ign m—1,2,-.n HA NCOHBI | am | <e. 再 假定 am 750. 7 
证 明 : 
lim[glan) +H 9Caz,) - +H plam) ] — lim[ JC) H plan) HH Gas) ] (D 
此 处 假定 等 式 (1) 右 端的 极限 存在 . 


证 [E26 60. HE 070. [E 24 0— | x | 0 FE EA 
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|. |<s, 


从 而 (注意 到 gx) 0) , 

(1 一 e)VCz)<p(Cz)<(1 十 se)%CZ). (2) 
由 om 天 0 LA as, 70 (n— 1,2, 00780 DB IE EON — N CO TEE , EK n>N 时 , 恒 有 

O< la,|«8 G-—1,2,-,.2). 


于 是 ， 
Alam) eG < te plam) n>N,m=1,2,…,n). 
将 这 nn 个 不 等 式 相 加 ,得 
(1—e) X) ylam)< X) plam) (0-0 X) Kam) n>N). 
m-—1 m-—l m-1 
S plam) 
Bp 1—e« E <l+e (n>N). 
S Pam) 
m=1 
9 plam) ii 
由 此 可 知 lim 272— —— —1. 由 假定 ,极限 lim 93 Pam) EE ik 
X Kam) vu 
m=1 
X) glam) : à 
lim po = (tim 学 一 | * (lim > g(a,,2) —lim X) Pam). 
m=1 S Pam) ° m=1 m=1 
m=1 
证 毕 


*) 作者 注 : 此 题 应 加 上 条 件 om 天 0( 原 书 没 有 ), 因 为 PC(Zz) 或 WZz) 都 可 能 在 工 一 0 处 无 定义 .另外 ， 
m=1,2, RÀ m—1,2,-,n 


利用 上 述 定理 , 求 : 
[632] lim y» ( | m 


n E n 
解 题 思路 令 z 一 起,g(z) 一 JFT- p=, AR i lim 2E LD 1k NESO (no0;k 一 
12,770. 最 后 , 求 出 lim D) SE. 利用 631 题 的 结果 , 即 知 所 求 的 极限 也 是 


k=1 


下 列 各 题 (633 一 636) 的 思路 相同 . 
m" os zx 一 起 ,我 们 将 首先 说 明 它 满足 631 题 的 条 件 . 首先 ， 


zr-0 


x 
VL 
- z= / Ox 十 VITZz 十 1 
其 次 ， E on (n—00o; k—1,2,*,7). 最后, lim EX Jed gu for. l .所 以 ， 
n i: 6 


neo £ 3m] 6 neo 


n 3 
; NEUES 
im D (iei) te 


[633] lim 5) (sin £$). 


n9 171 


sinz 


LECPI GENE EET -ool So (18. uis 
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n 


HH) ka a mi :REN 
又 因 lim > ne T o , 故 利用 631 题 的 结果 , 即 得 lim 之。 人 
ES 
[634] lim 5 (a —1) (a>0). 
m9 kml 
解 、 我 人 有 lim( 生 二 起) 一 1, 4 noon, I e nao (71,2, 0 H lim 2: Ina Ina; 


因而 ， 


n= 


lim EE Ca —1) — Ina. 
se k 
[635] lim I (x). 


提示 &»- IT (144) mA n= X (144) am 531 A A AER AR lim 7 ln (1). 
fg 设 y= TI (1+4). m= 3 m(1+$). 


k=l 


我 们 考虑 下 列 极限 ， 
lim X (1+4 ) 
HA lim PUED 1, y 5 soc Loonr &— 1,2, 0 Ei lim 91 E=, ENA, limIny- L, 
— z n neo n 2 neo 2 


k=1 


k=1 nn nm 


(AEn EJ XN. C08 2 0, 
«s 


1 之 ka 
lny 一 一 二 > In( 1+ tan? " 
nd 2 £ n( zp) 
InC1-d- tan? x) 


以 下 仿 632 题 , 只 需 注意 lim n] 
f 设 y== TT 二 ka ， 当 nn 充分 大 时 ,cos ka 二 0, 此 时 
k=] nyn ndn. 
Iny— 5 Incos ka es. 5 In( 1+ tan ka ). 
k=1 nyn 4x n 4n 
Bu mE uu. oa Pa solno, E12 v EGRE 
2-0 zt n Vn 
Eg 2 a nantin FD a 
CPi eg Oc DOE De oes 
2 
所 以 ,limlny 一 一 后 - B lim I cos =e 6, 
mp m RI] " 


[637] 数列 x, 由 以 下 的 等 式 所 给 定 : 
Zi 一 Va ,zs = vaa ,zs 一 Va 十 WVa 二 Va , (a>0). 


求 limz,. 


证 明 思 路 ”显然 可 知 此 数列 单调 上 升 : V4 二 zx, 1 二 xz,, 又 由 n = aF, 可 得 rn A 


BEBER aim ador, BER AS noo 取 极限 , 即 可 得 limz, 一 一 4. 


158 


解 ”首先 ,我 们 注意 到 此 数列 显然 是 单调 上 升 的 . 其 次 ,由 x = Va 十 x,-1 ,得 xac iua s Hl 


gum ep meni (D 
WU. ^ VER ; 


因为 Va 二 zi 二 zz， , 即 在 (1) 式 右 端 第 二 项 小 于 1, 所 以 ， 
z, <& +1. (2) 
I, 
又 显然 有 
zs>Va (n—2,8,-—) (3) 


将 (3) 式 代入 (2) 式 右 端 , 即 得 m, <Va 十 1, 故 数列 (c, } 是 有 界 的 . 
根据 极限 存在 的 准则 可 知 ,数列 C, ) 的 极限 limz FE RHEN L 


利用 等 式 ri Satr, ,两 端 取 极限 ,得 l atl E1 


1-15 V 14a m (270), 


负 根 不 适合 (因为 zw, 之 0), 只 取 其 正 根 , 即 limz, = H Ha, 


2 
[638] 函数 序列 y, 一 y, GO. COL D J AFETAR E: — S 2,8. 


求 limy. 
f 4 r=0 Hf, y =0, n=1,2,, W limy, —0. 
M Ol 时 ,用 数学 归纳 法 可 证 Ya > 0; n—1,2,-::3;20.4 ye>0, Ñ x2» yk- ,可 得 


Po 4r—(Gr— yia .3 

jam MEL fece ab Bees 

因而 有 
M 如 一 并 

»—»— 20, mM, 

用 数学 归纳 法 可 证 
Yan — Yzn+2 0. Yzn—1 — Yzn+1 0 (n=1,2,.…). 

即 


7»2»2-»0, 0 y I. 
可 见 序列 1，y3 ne RJ N24 ,… 都 是 收敛 的 . 设 极限 分 别 为 Ai ,A: ,由 


2 2 
LE 2 324-1 —X 0 Nm 
2n 2 2 及 V2n+1 2 2^" 


—Ai 
2 


Aj , A +A 
A; =F NW Ai — A; —(CA, -a C40 


1 
) miocA RA. xA 


A =A, 5A. 
JHAR ER xg X ELBE PI VA HE H : E A yn) B PI PEA (yos) {Yai h (n — 1,2, 0 AF [8] — 7 R R, 则 


(y, } 也 收敛 于 这 个 极限 ,由 A= A- RE A= VITz 一 1, 即 limy, 二 VITz 一 1. 
此 结果 对 x 二 0 也 成 立 . 


2 
[639] 函数 序列 y, = y, GO (0<z<1D 用 下 面 的 方法 来 确定 :x 一 元 ， cu pe (n=2,3,.…). 


求 limy,. 
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解 显然 ， V>. 假设 Yn Yni ° 则 由 Yei x n Fat Ya 
由 数学 归纳 法 得 知 EA Cy, } 单 调 上 升 . 
现在 我 们 证 明 这 个 序列 有 界 . 显然 
Xy <l. 
设 OSy <l, 则 OK <l, H 0Kyni <1. E XE AA 8 FE 9] Cy, } 有 界 . 


这 样 ,我 们 就 证 明了 此 序列 的 极限 limy, 存在 . 设 其 值 为 (显然 0</<D), 即 得 /二子 十 与 ， 


解 之 ,得 /==1 土 V1 一 x. 由 于 OUI, BUD 
limy, =—/=1— v1—z. 
[640] 为 了 求 开 普 勒 方程 (YpaBHeHre Kennepa) 
r—esinr—m  (0«e«1) (1) 
的 近似 解 ,假设 
Zo m, Xi1 二 mm 十 esinxo，*"*…* ,ZX, 二 Mm 十 esin,_ li，… (逐步 逼近 法 ). 
WEB] :存在 E= limz, HX € 8H Ji fe C ) B E — B5 H8 
证 首先 考虑 | zw 一 z | .由 于 


za 一式 一 e(sinzl 一 sinzo) 一 2esin zm E cos Z Iu 7 
所 以 ， 
zj —a, | 2c | sin 22 | 2c E: Alex H 
同 理 可 证 
| z;— 2 | e | n —x |. 
设 
ELE | e"! | zy — x | ， 
则 有 
| xà — x, | 72e | sin Hog | A cos tZ co (Lé |21 l. 


h ACA A 125 4881 SEP FEE LE EIC n A | anani | m! |n x |. FE mon 时 ,有 
| x. — x. |S | xa — Eni | |i x2 | d | xa ~tr | <le HeH e) a Maa | 
,le 
le 


“| > 


< ntl 
Let ET deja xs as | 一 0 (noo). 按 柯 
€ € 


西 准则 得 知 极限 limz, 存在 . 设 其 值 为 6, 由 等 式 x, 一 m 十 esinx，-! 取 极限 即 得 £— m+ esing. 这 就 是 说 ,变量 
z, 的 极限 是 方程 (1) 的 根 . 
最 后 ,证 明 此 根 的 唯一 性 . 设 & 是 另 一 根 , 则 所 一 é 二 el(sin& 一 sin§) ,由 此 得 
|&—é|l<el&—él. 


而 | zi 一 zo | =e | sinzo | 委 e, 所 以 ,| x, — x, | e"? 。 


pd Oel. & =E. 

于 是 ,我们 就 证 明了 上 是 方程 (1) 的 唯一 的 根 . 

[641]. 车 (有) 为 函数 FG E CIS] | zE] <k (> 之 0) 上 的 振幅 , 则 数 mw C = limes (让) 称 为 函数 
fE &€ E $5 3& d&. 

求 下 列 函 数 f(z) 在 点 z 一 0 的 振幅 : 


a) f(x) — sin 二; (2) f Go) — cos 二 (3) fG) 2 (2) sin +); 
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ue P" 
(4) f(z)= z arctan —; 


(7) f(z)=(1+ arl). 

BS Ow 25, wo A= 
(20a. (=+, as Cf) =; 
Jan Cf) 23k —k—2k, ax Cf) 70; 


—-d l| .1 ].2 Al 3 
(Do Cf)— = | arctan n arctan —znl = arctan 一 ,oo C f) 


Can Cf) —2, m Cf —2; 


1 1 
H 
1 十 e* 


Ear C — 
VENIT | lcte* 


(5) fao Asie, (6) fa =; 
EN 


1 十 ez 


a [m 


T LT. 
2h 


k 


E JT 


Dar C) 5 (4- — (042-0) 7 ax Cf) —e— e^! —2shl. 


[642] 4p f(x)—sin i. 


证 明 : 对 于 满足 条 件 一 1<a<1 的 任何 数 ,可 以 选 出 数列 c0 —1.2. 


证 对 于 确定 的 a: |e| <<1, 总 存在 me | E E sinn =a. 


1 n 
A ER 一 
TR x , 则 显然 有 limz， 0. 又 因 


2 


f(z,)= sin L= sin(2nz+z)=a, 


所 以 ，lim fCr,) =a. 
[643] i. 


Lond d. 2 L = ES A = 
(1) f(zx)= sin 去 十 元 arctan i (2) f(z)= (2 T)cos —; (3) fC ( 


X L—lim f(z) 


I-*0 


SS 由 /! 及 工 的 定义 ,容易 求 得 
(D ?一 一 1, 工 一 2; 
[644] 设 : 


(1) f(x)-—sinz; 


和 L-lim f(x). 
r-*0 


R 1— lim f Ga) 和 工 一 lim f Go). 


解 由 2 及 工 的 定义 ,容易 求 得 
(1) l=—1, L=1; 


$ 6. 


1” 记号 


(2) 1——2, L—2; 


(2) f(x) — x* cos? x; 


(2) |—0, 天 一 十 ce 


(3) 1=2, L—e. 


No 
1 二 x?sin’z 


(3) f(x) 229^, (4) f(z)= 


(3) Li= 


| 


;L—2; (4) l=0, L— teo. 


函数 无 穷 小 和 无 穷 大 的 阶 


q Ge) —O' (9G) 


表示 函数 PCz) 和 9C YE r>a 的 已 知 过 程 中 是 狭义 地 同 阶 的 无 穷 小 或 无 穷 大 ,就 是 说 


A pl) 
lm ey S 


特别 是 , 若 当 z-~0 时 ,有 


O< | k| <+). 


(Z 之 0). 


7) ,使 得 lim FCz, ) 一 a. 


21 


14-cos? ly iP 
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qGO—O' a") G0), 
则 称 p(x) 为 对 于 无 穷 小 zx 是 n 阶 无 穷 小 . 
仿 此 , 若 当 x ooBp O8 
qG)2—O' (xz) (G0), 
则 称 pCGO ADSIT 2621 X rn W 8X. 
2” 记 号 
eG) —o(G)) 
表示 当 r>a 时 ,函数 g(x) 比 函数 %z) 是 较 高 阶 的 无 穷 小 ,或 函数 wp(z) 比 函数 wz) 是 较 低 阶 的 无 穷 大 ,就 
是 说 
lim 0. 
3* 4; xa 时 ,无 穷 小 函数 p(z) 的 阶 (在 广义 的 意义 上 ) 不 低 于 某 一 正 的 函数 y(x) 无 穷 小 的 阶 (或 无 
穷 大 函数 p(Cz) 的 阶 不 高 于 函数 y(z) 无 穷 大 的 阶 ), 即 


jp Pus —k (Osk«-roo), 


rea 


则 约定 写 为 : 
PCZz) 一 OCVCZ) ). 
4 若 
TES 
imi h 


则 称 函 数 g(x) 和 yl(x) 当 x>a TES AF Mr 8 [eG — 9G) T. 
例如 , 当 区 人 时 ,有 : 


sinror; tanr~z; a’—1~ rlna(a>0); I I= In(143-3) — x. 


一 般 地 说 来 ，p(z) 十 oCp(z)) 一 PCZ). 
当 求 两 个 函数 比 的 极限 时 ,已 知 函 数 可 用 其 等 价 的 函数 来 代 换 . 


[645] 把 圆心 角 AOB 二 x( 图 1. 26D 4E 1 阶 无 穷 小 量 , 求 下 列 各 无 穷 小 量 的 阶 : 


(D 3% AB; (2) 拱 高 CD; 4, C B, 
(3) 扇形 AOB 的 面积 ; (4) 三 角形 ABC 的 面积 ; E 4 
(5) 梯形 ABB. A, 的 面积 ; (6) 弓形 ABC 的 面积 . 
解 (1) AB= 2Rsin 5 ‘AP R AAKE. 因为 
2Rsin = 
AE. $ LR (0j, O 
je 
所 以 , 弦 AB 是 关于 zx 的 一 阶 无 穷 小 . 图 1. 261 


(2) CD 二 R 一 Reos Z =2Rsin? 于 .因为 ZU CD 是 关于 x 的 二 阶 无 穷 小 . 


CD 
(3) 扇形 AOB 的 面积 S= Rz. HyS SR ,所 以 ,S 是 关于 zx 的 一 阶 无 穷 小 . 


2 
D Saase — 7 | AB| * | CD| —2R* sin Z sin? 于 .因为 see LR. 所 以 ,AABC 的 面积 是 关于 x 的 
三 阶 无 穷 小 . 
(5) A1C 一 Rtan 地 .于 是 ,梯形 ABB, A, 的 面积 


* 2Rsin? — Z (2Rsin 7 — -F2Rtan = 2j —2R sin? ^ pum sin? an — 


E T 
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2 2 2 
因为 S E REIS gp HRA 是 关于 z 的 三 阶 无 穷 小 . 
(6) 弓形 ABC 的 面积 
2 
p—Ru— * 2Rsin pi Rcos ILE (sns) 


i n sinx á 
x— sinr Xtanr— sinx (1 一 cosx) = 一 ———— — =0* (zx’); 
cosx cosx 


而 由 Zz 之 2sin s ,又 有 


i m E WS dn Zan 0 
x sinr >2sin 5 sinx 2sin 5 (1 cos $) 4sin -z sin 1 Qe). 


于 是 , 当 工 大 于 0 而 充分 小 时 ,存在 两 常数 A>>0,B>>0, 使 
Az 二 zx 一 sinz 生 Brza ， 
即 弓 形 面积 之 基本 上 是 关于 z 的 三 阶 无 穷 小 . 实际 上 ,今后 将 会 看 到 ,有 z— sinz r (但 要 用 到 导数 的 


概念 ). 
[646] ofa) H r>a 时 比 函 数 FCz) 有 较 低 阶 的 任意 无 穷 大 函数 , 且 Oa) H r>a Hf PR 
数 f(z) 同 阶 (在 广义 的 意义 上 ) 的 任意 无 穷 大 函数 ,其 中 £0 0. 


证 明 :(1) o{o[f(x)]}==oL f(z)]; (2) OtoL f G2 1) —oLf Go ]; 
(3 o(OL f GO ]) »oL fo]; (4) O(OL[ f CO ]) » OL f G2 ]s 
(5) OL FGz)] 十 oL fx) ] 5 OL f G2 ]5 (6) OL£ C») ] * OLgGO ]— OL f Cx) g x) ]. 


解 题 思路 (2) 由 133 题 (2) 的 结果 ,有 
medol =m OEC MRCINICOR M 
a PED ? 


LfGo ] oos 


ee 
* lim a " 


(3) 利 用 133 题 (2) 的 结果 , 仿 (2). 
(4) 利 用 132 题 (2) 的 结果 . 

(5) 利 用 131 题 (2) 的 结果 . 

(6) 利 用 132 题 (2) 的 结果 . 

证 (1) 因 为 


lim 0 fo- lim 


B ”ot{oLf(x)]}=oL f(z)]. 
(2) 由 133 题 (2) 的 结果 ,有 
|/ IOtol £61) e 
lim fGo lim LfGO] lim 一 0， 


和 一 aH 
o( f(z) ] fee) P 


r-*a 


za x I [^] T Ia 


故 lin. 4 存在 且 等 于 0. BIO CoL f(z)])=o[f(z)1. 


(3) 仍 由 133 题 (2) 的 结果 ,有 
ig Le SOL COT m| 210L £621) . i LOL 
OLf(z)] 


za z—>a T zea 


故 lim TA Bl o(OL £21) —oL f CJ. 
(4) d 132 题 (2) 的 结果 ,有 
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ig lO COUEGOI ia LOLA] | is LIC] os 
5n SES xl] S34 de 079 


ik O(O[ f] ) —OLfCGO ]. 
(5) 由 131 题 (2), 有 


iml OLG PE LEGO als oLa 十 证 LI lig OL TENN 


r-*a 


a z-*a ra 


故 a e 
(6) Hi 132 题 (2) ,有 


Jig L Olg) ] ilm Ud 二 m DLE] PT 
xe Pd€ 374€) um 


ik OL fGo JOLg Go ]— OL f GO g Go ]. 
[647] iX x—--0 fl n>0. WEH: 
(1) CO(z)—O0(G7) (CHARO; 
(2) OC) FO J= O) (m; 
(3) OO —O(x""). 
证 (DH 


r-*a 


了 = 和 十 办 


im LOL | cp im 106 1s, 
z--4-0 


故 COCG?")—0((?). 
(2) 由 


Im. Ze 十 0 Ze 十 0 


O7) toon ?| — m LOG Lig m ( our) -— )= Jim Du TA 


r0 


B OC") O0XG?)-0() cm. 
G) 由 


Ola M ) & Tim un ) Uu ) 3? don 


um z+0 
得 知 OCOC") — OC"), 

[648] i x—--cof n>0. WEH: 

(1) CO Y= Okr"); 

(2) OLJ FO = 0l) (n7; 

(3) OCz")O(z") —O(z"*"), 

WE | (12 5 (2) [8] 647 题 (1) 与 (3) 的 证 明 ( 只 要 将 0-0 换 为 zx 十 co). 下 证 (2) :由 于 

人 a lim UR 十 m (Ig. 1-)- g lim LOG Lees, 


Eod 


E TI? 二 oo 工 -十 十 oo irn 


故 OC") HOC”) =0Olx") (n>m). 


[649] 证 明 符号 一 具有 下 列 性 质 :(1) 反射 性 :g(x) 一 g(x); (2) 对 称 性 : 若 eGO — 9GO 9l wz) 一 
plr); (3) 传递 性 : 若 p~p) k pa) ~ yla), M eG y GO. 


证 (D xt 1->1, 所 以 ,p(z) 一 p(z). 


(2) FUSE nma Pese 即 : 若 Cr) — pla), W 9G eG. 


PEX 1 4G) pT) eG. 4G) , M 
(3) PU CD t C) 一 1], 所 以 ， y) 460 GO >1,B oC — xGoO. 
[650] i r>+0. WEH FIER: 


(13 Za- =O (x3 (2) zsindz —O* (zł); (3) zsin 二 一 O( Lac] da 
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(4) Inzco(- ) (£220); (5) V xc xor Yr; (6) arctan l-ow; 


CD) O3" —1- nro). 
证 Cisl tios TE. 


(D 因为 红 二 工 f£ iv FRI, 2£— z? =0"* (x). 


xsin yx 
pes 


(3) 因为 |zsin 士 |<1z| (1#0) ,所 以 ,zsin 二 一 O [x|5. 


(2) Bg SIE VT. >1, 所 以 ,rsin /z —O"* (c? ). 


(4) WA E =r Ineo, 所 以 ， Inz=o (去 1 ) 


e 


Ey d 
(5) 因为 im 人 = lim a + Vz? 1 一 1, 所 以 ,Vz+ If ~at. 
r---0 
(6) 因为 (x50) ,所 以 ,arctan 二 =O0G). 


(7) p y cades 


— pni Da m0, BEDA CHa)" 1 nz o2) BU 


(1E x" — 10 narcoG). 
[651] i zx 一 十 ce. 证 明 下 列 等 式 : 


S Vo 2 Py 33, t1 za E " 
(1) 223 — 82! +1=0" (29), e € 
CNN 23, Brcinn.. TESS 
(3) x--z!sinz— (a); (4) rog (z) 
— 1 
(5) lnz 一 o(ze) (eœ>0); (6) zhe im 3r 
zx 
(7) Nx rc rcr; (8) r? --xln? r~r’. 
证 由 题 设 zx 一 十 co, 于 是 ， 
(1) 因为 $8 —328 1,5 gepp 255 —321-1—0* (9). 
i 
"ci. alti) ætl efl 
2 EE CHBUA, Sep 9 m 
r 
rc z’ sinz 
(3) 因为 lim. E im 二 十 sinz 一 1<< 十 ce ,所 以 ,z 十 zsinz 一 O(Cz2 ). 
arctan. 
Lex . zlarctanr x , arctanr asf 1 
(4) 因为 1 十 这 2 DA, loca e (z ) 
二 
—o(a*). 
Nu Lour p+2 
(6) 因为 三 = BE ater-o( 3). 
FI 


(7) 四 为 zt a eia : IN - el. BL eu ae afe af 
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2 100 100 
(8) py rcu sug ic zn r~r. 
[652] 证 明 当 充分 大 时 ,下 边 的 不 等 式 成 立 : 
(D r? +10r+100<0. 001x’; (2) lnlooz<<Vzi (3)xzloer<esz. 


2 2 
证 (1) BUS reton, 1971199 -0 所 以 , 当 工 充分 大 以 后 ,有 王政 <1, 即 
3 z 0.001cr 


z*--10x4-100— 0. 001x*. 


1000 1000 
(2) AAM tokt, 2 L0 gr o r EAR BUS ELTE 1L BI In or. 
Jr Vr 


10 ar 10 10 ax 
(3) 因为 当 z-~ 十 co 时 ,一 二 一 0 所 以 , 当 工 充分 大 后 ,有 sz 一 二 1, 即 lee”, 


[653] 设 z>0. 分 出 下 列 函 数 的 形 如 Cx”(C 为 常数 ) 的 主 部 ,并 求 其 对 于 无 穷 小 变量 r 的 阶 : 
(D 2r—3r +r; (2) VITZz 一 Vi 一 rz， (3) Vi—~2z— y1—3zr; (4)tanr— sinz. 
fo ”所谓 函数 f(x) 的 主 部 gCz), 即 满足 


fox). 


a 1 或 f(x)=g(zx)+o(zx) G0). 


(D 因为 下 一 3 -1 (xz 一 0), 帮 其 主 部 为 2z, 它 对 于 无 穷 小 量 是 一 阶 的 . 


lte— /l= 2 " 
pa =] TEUZ H E 9 一 ^ 
iden: x Vido Gr-0) , 故 其 主 部 为 z, 它 对 于 工 是 一 阶 的 
(3) 因为 VI 一 2z 一 V1—8z— 3r? — 82^ 


VO 22)8 + 0—22) (132) HeH üu0—32P* 
= = 2 
Tg, X120 11 32... (xz->0) 故 其 主 部 为 己 , 它 对 于 工 是 二 阶 的 . 


2 


(4) 因为 tanz— sinr— 


P s £ tanr-— sinx 
sinzsin? [XXE az aac (r0), 


cos.r 


2 
故 其 主 部 为 瑟 EHF z 是 三 阶 的 . 


[654] 设 x> 十 0, 证 明 : 无 穷 小 量 D f=, (2 FCz) 一 e F 


无 论 对 任何 的 ,也 不 能 与 无 穷 小 量 a^ OSO EB. 即 :对 于 任何 的 ma, 等 式 lim £D 一 《都 不 成 立 , 式 中 必 
为 异 于 零 的 有 限量 . 


m. 
z 


提示 (1) 注 意 lim zlnz 一 0,(2) 注 意 lim * — —0. 
r0 r0 
证 (1) 因为 lim z"Inz—0*? (00 ,于 是 ， 
r0 
l 
i 
lim — > =, 
r+0X 


BD LL fie 55 69 Mi z" 相 比 较 (z 一 十 0). 


1 


E 


(2) 因为 lim 2 —0* ^ (70) Ase 这 不 能 与 无 穷 小 量 z" EBC). 
x) 套 看 592 题 . 
x x) 参看 591 题 . 
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[655] 


it xz 一 1, 分 出 下 列 函 数 的 形 如 C(x 一 1)" 的 主 部 ,并 求 其 对 于 无 穷 小 量 (x 一 1) 的 阶 
Cy 


(3 Inz; M) ee; (5)2z*—1. 
解 COD 因为 也 一 3z 十 2 一 (z 一 1)2(z 十 2) ,又 
3 
故 其 主 部 为 3(x 一 1)?, 它 


它 对 于 (z 一 1) 是 二 阶 无 穷 小 . 
(2) 因为 V1 一 Vz Vz X 


AW 
3 
INE es Wess 
Ip] 
J/2 


iota io eta pad 阶 无 穷 小 . 


DI PE -H+ (ebD] -1 G--D , 故 其 主 部 为 x 一 1, 它 对 于 (x 一 1) 是 一 阶 无 穷 小 
(4) 因为 e'—e-—eQ7! —D. X 


故 其 主 部 为 e(x 一 1), 它 对 于 (x 一 1) 是 一 阶 无 穷 小 
(5 BH rz ~=], 


E dude zln[14- Cr— 12] 
z—1 xlnx 


z—1 —] (r—D. 
故 其 主 部 为 zx 一 1, 它 对 于 (z 一 1) 是 一 阶 无 穷 小 


[656] ik z 一 十 co. 分 出 下 列 函 数 的 形 如 Ca". 的 主 部 ,并 求 其 对 于 无 穷 大 量 z 的 阶 
2 . EN AND 

(1) z? 2-100x2- 10000; (2) cgo 

(3 Vx — r H7; 


(4) V1 十 V1I+Vz . 
解 (1) BS a^ 2-10072-10000 — x? Cr— 4-69) , CHE OA c , 它 对 于 无 穷 大 量 zx 是 二 阶 的 . 
2x? 
T —3zxTl. 2x5 
(2) B8 7—775 


— eH) AERD 2 EE PEUT 
q*—6z -rr2m 


二 阶 的 . 
3 6 3 2 — 3 6 
(3) 人 zs. h-t +} 1 aoo, 
r3 


故 其 主 部 为 2$ , 它 对 于 无 穷 大 量 x 是 之 阶 的 


(4) 因为 ES 二 Vz 


1 Goo) , 故 其 主 部 为 汉 , 它 对 于 无 穷 大 量 r Lo e 
【657】 设 z- 十 <. 分 出 下 列 函 数 的 形 如 C( 二 ) 的 主 部 ,并 求 其 对 于 无 穷 小 量 二 的 阶 
Ls UD dati de B) et aat ien 00 二 sin 二. 

Arl 
& a) 因为 工 z +1 Ct 


i T 


-1 (rz 十 co) , 故 其 主 部 为 ( 二 ) , 它 对 于 无 穷 小 量 十 是 3 阶 的 


167 


(2) gg Lx o 7 2 1 aeoo ARERI (L) ext Le 


i. Vz 二 1 十 Vz 
24r 
阶 的 . 
24zr(rT2)—2rT1) 
(3) wz 十 2 一 2 Vz 于 1 十 Mz 一 
i * T Te 
DES -——Ü 
(Vz 于 2 十 Mz 十 2 Vz 于 1)(CVzCz 于 27 十 z 十 1) 
于 是 ,由 此 得 
Vz 十 2 一 2 Vz 十 1 十 Vz _ 8 E 
1/142 2 1 2 1 
-4 (4) (i3 eee ) (1+2 +1) 
(r—+co), 


故 其 主 部 为 一 工 ( 工 ) ENFER - e MH. 


dle. cd x 
Bt Si— 2 
(4) AAE > Gone) MOEEROS (LL) , 它 对 于 无 穷 小 量 二 为 2 阶 的 . 


x? x 


[658] 设 c1. 分 出 下 列 函 数 的 形 如 C( 一) 的 主 部 ,并 求 其 对 于 无 穷 大 量 一 的 阶 ， 


z JE z 1 Inz 
0 g—p ON O Fs: O ma G aeo 


L mS a 
& DZ a DaF E 
z 
#=1 ..2z 
二 全; -1 =l), 
ZE= 1 
故 其 主 部 为 5 一 一 一 , 它 对 于 无 穷 大 量 一 三 是 = 阶 的 . 


Zr zu 


itz 
(2) 因为 =E 2 aD RERAN VZ (二 )”, 它 对 于 无 穷 大 量 了 是 广 阶 的 . 
JZ T T 


I. V2 
oA 
G) Bi  -— —— : ,于 是 ， 
网 入 m. Vi—~zxz Yttri 了 
E 
CE. a Ca»), 
ide 
ER 
HRERS- (一 ) xir xs x el gm. 


55 
ES 
(4) Rx ERE — OLD. 一 1 (x 一 1), 故 其 主 部 为 二 (二 ) , 它 对 于 无 穷 大 量 -是 一 阶 的 . 


sinr(1 一 工 ) 
x(1 —5 


d 


(5) po Q5 2^ — BLU G-DJ -1 (z->1), 故 其 主 部 为 -二 |, 它 对 于 无 穷 大 量 二 是 一 阶 的 . 


二 
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[659] i z 一 十 co , 廊 (Cz) 王 屏 (2 一 1,2,…). 证 明 : 
(1) f(x) 中 每 一 个 函数 都 比 其 前 面 的 一 个 函数 f,_1(zx) 增 加 较 快 ; 
(2) 函数 e 比 函 数 f, (zx) (n 二 1,2,…) 中 的 每 一 个 都 增加 得 较 快 . 


证 D RAA Satoo, N, faH fai GOOD EUR. 


(2) 因为 所 一 十 co Gr Feo) n 为 任 一 固定 的 正 整 数 ,所 以 ,e 比 f, (x) 中 的 每 一 个 都 增加 得 较 快 . 


[660] 设 x 一 十 o,f, (x) 二 Vz (一 1,2,…). 证 明 : 
CD 函数 f,(z) 中 每 一 个 都 比 其 前 面 的 一 个 函数 f,_1(zx) 增 加 得 较 慢 ; 
(2) 函数 f(x) 二 lnz 比 函 数 f, (zx) (n= 二 1,2,…) 中 的 每 一 个 都 增加 得 较 慢 . 


证 (1) 因为 7 fn = D0 Gro) BEDA s f, CO HE f.i GO REI ER. 


(2) BOTE" ! (x> E02) ,所 以 ,lnz 比 f(z) 中 的 每 一 个 增加 得 较 慢 . 


x) 利用 565 题 的 结果 . 
[661] 证 明 : 对 于 任意 的 函数 序列 
万 (z)， fate falz) GnxrmReo). 
可 举 出 一 函数 F(z), 当 rto E EGER f, (zx) (一 1,2,…) 中 的 每 一 个 都 增加 得 较 快 . 
证 取 正 整数 NI n. EX xor E H K f(z) 如 下 : 


n( 3| GO|-1). ng x nlG- NNo 1,2; 
f(z)=4 E 


0, mo «c x«— N: 
于 是 ,对 任何 正 整 数 n, 当 zx 二 max{N,n}) 时 ,有 
f. Go) FAGI 1 
fG) |= S 


EO 3A co L1) 


其 中 [zj] 表 z 的 整数 部 分 .由 此 可 知 


lim Jaca) . 
a f(x) 


H r>tHokt, fr) HE f(x) (n= 二 1,2,…) 中 的 每 一 个 都 增加 得 较 快 . 


—0 (n—1,2,:-), 


$7. 函数 的 连续 性 
1” 函 数 的 连续 性 设 
lim faac flo), a) 
即 ,函数 f(x) 对 r= xs 有 定义 ,并 且 对 于 每 一 个 c0. WEE =S 220, f | x— 2x | <8 时 ,对 于 
f(z) 的 有 意义 的 一 切 值 ,不 等 式 
| f(z)— f(r) | <e 
都 成 立 , 则 称 函 数 Cx 3$ x xs 时 (或 在 点 zo) 是 连续 的 . 
若 函 数 f(x) 在 所 给 的 集合 X( 开 区 间 , 闭 区 间 等 等 ;上 的 每 一 点 都 是 连续 的 , 则 称 函 数 f(z) 在 集合 
X= (x) KEE EH. 
若 某 值 zx=zo 属于 函数 f(z) 的 定义 域 X= {z} 或 为 此 集合 的 聚 点 ,而 当 z 一 zo 时 ,等 式 (1) 不 成 立 
[ 即 ,( i ) 数 f(xo) 不 存在 ,换言之 ,函数 在 点 z 一 zo 没有 定义 ;或 Ci ) lim jz) 不 存在 ;或 (让 ?公式 (1) 的 两 
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端 昌 有 意义 ,但 它们 不 相等 ], 则 称 ze 为 函数 f(x) 的 不 连续 点 (不 连续 点 也 称 间 断 点 ). 
不 连续 点 分 为 :(1) 第 一 类 不 连续 点 zo ,在 这 些 点 存在 有 限 的 单 侧 极 限 : 
天 一 的 二 lim f(x) 和 f(x +0) = lim f(z). 


(2) 第 二 类 不 连续 点 一 一 其 余 的 一 切 不 连续 点 . 
差 
和 (十 的 二 光一 时 
称 为 函数 在 点 zo 的 突 跃 . 
若 等 式 
fGy—0)— f(Czs 0) 
成 立 , 则 不 连续 点 zo 称 为 可 去 的 . 若 极限 f(xo 一 0) 或 fCze 十 0) 中 至 少 有 一 个 等 于 符号 co, 则 称 xo 为 无 穷 
型 不 连续 点 . 
EFR 
flo —0)= flt [zk fi; 4-00 — flro)] 
成 立 , 则 称 函 数 f(z) 在 点 zo 是 左 (或 右 ) 连 续 . 函数 f(x) 在 点 xo 连续 的 充分 必要 条 件 为 下 面 三 个 数 相等 : 
flzxo—0)=f(zot0)= f(z0), 
2” 初 等 函数 的 连续 性 若 函 数 f(x) 和 g(x) 在 x 二 xo 连续 , 则 函数 


(02) fi xg C2) fGogG; Ric [gCGz 2350] 


gio) 
也 在 xz 一 zo 连续 . 
特殊 情形 :(1) 有 理 函数 
P(Cz) 一 ao 十 QiZ 十 … 十 aa" 
对 任何 的 zx 值 都 是 连续 的 ; 
(2) 分 式 有 理 函 数 


a; taiste Harz" 
bob xd bou 


R(z)= 

对 所 有 不 使 其 分 母 为 零 的 zx 值 ,都 是 连续 的 . 

一 般 地 说 ,基本 初等 函数 :x",sinzx,coszx,tanzx,a’ ,logszyarcsinzyarccoszyarctanz,… 在 一 切 使 它们 有 意 
义 的 点 都 连续 . 

更 为 一 般 的 结果 如 下 : 若 函 数 f(x) 当 x 二 xo 时 连续 ,函数 g(y) 当 y 王 f(zo) 时 连续 , 则 函数 g(f(z)) 当 
ZX 二 xo 时 连续 . 

3” 关 于 连续 函数 的 基本 定理 ERA f(x) 在 有 限 的 闭 区 间 La,5] 上 连续 , 则 :(1) 函 数 f(x) 在 此 闭 区 
间 内 是 有 界 的 ;(2) 达 到 其 下 确 界 mx 和 上 确 界 M( 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 );(3) 在 每 一 个 区 间 (a,B8)ClLa,6bj 中 , 函 
数 取 到 所 有 介 于 f(a) 和 f(B) 间 的 值 ( 柯 西 定理 ). 例 如, 若 f(a)f(8) 二 0, 则 可 找到 一 个 数值 7 Cay. 
使 得 fCy) —0. 

[662] 已 给 连续 函数 y= fa) WRR. 对 于 给 定点 a 与 给 定数 
e 记 0, 用 几何 方法 表示 出 这 样 的 数 5 二 0, 使 当 |zx 一 a| 二 6 Bf, 
| f(x)— fla) | «e. 

解 ” 如 图 1. 262 所 示 , 如 果 51 二 6, ,我 们 只 要 取 

ô= min(d ,0, ) ， 


y= f(x) 


即 有 
ô= À. 


于 是 , 当 |zx 一 a | 过 6 时 ， 
| f(x)— fla) | «e. 
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[663] 需要 制造 一 块 边 长 xo 二 10cm 的 正方 形 金属 板 . 其 面积 y— a^ 与 预计 值 y, — 100cm* 的 差 不 可 
超过 :(1) 士 1cm2;(2) 士 0.1cm2; (32) £0. 01cm? ; (4) ecm? , 问 其 边 工 可 以 在 什么 范围 内 变化 ? 

解 (D X€|z*^—100| —1, HE 99— x^ —101. f 2.18 9. 95— x10. 05. 

(2) 3€ |z? —100 | <0. 1, RÆ /100—0. 1 —r— V100 十 0.1. 解 之 ,得 9. 995— x— 10. 005. 

(3) €X€ | z^ —100 | <0. 01, RÆ /100—0. 01 & x— 4/1004-0. 01. 解 之 ,得 9. 9995 — r— 10. 0005. 

(4) X | z^ —100 | <e, HE /100—e — x V100 十 se. °? 

x) 本 来 ,T 处 应 记 成 |z| ,在 此 仅 考 虑 点 z 一 10 处 , 故 在 其 近 傍 工 值 恒 为 正 , 因 此 ,不 必 取 绝对 值 了 . 

[664] 立方 体 的 边 介 于 2m 和 3m Z [8] ,在 测量 此 立方 体 边 长 x 时 容许 怎样 的 绝对 误差 A, 方 可 使 计 
算 立 方 体 体积 时 的 绝对 误差 不 超过 : (1)e 二 0. 1m? ;(2)e 一 0.01ms ;(3)e 一 0. 001 m*. 


解 E|ri g| <e RE |r ar |C tarar: cai -—eHb RE | z: |<; p BOR 


a) Ac im) -3. 7(mm); (2) A<S m) —0. 37(mm), (3) a< m) —0. 037 (mm). 


[665] 问 在 x,—100 的 尽 可 能 多 大 的 邻 域内 ,函数 > 一 Vz 图 像 的 纵 坐 标 与 y 王 10 之 差 小 于 e— 1077 
(n0)? RÁ n—0,1,2,3 时 这 个 邻 域 的 大 小 . 
解 X|/r—1o|-10".R*X 
10[1—10- "+? ]—z —10[14-10-**? ], 


100[1—10- ^*^ T —z«100[1--10-**P T, 
故 得 (1) 当 n—0 Bf, 81——121; 
(2) 当 n—1 时 , 98.01— x— 102. 01; 
(3) 34 n—2 R}, 98. 8001-100. 2001; 
(4) 当 n—3 lif, 99. 980001 7-100. 020001. 
[666] 利用 he 一 6 语言, 证明: 函数 f(x) 二 zx? 当 r—5 时 连续 . 
填 下 表 : 


提示 不 妨 设 |zx 一 5| 二 1, 即 4 二 x 过 6. 
证 [£25 620, XE | z^ —25 | <e, Bl 
|z—5| | x4 5| <e, (D 
不 妨 只 就 x 二 5 的 某 一 邻 域 来 考虑 . 例如 , 取 
|z 一 5| 过 1 或 4«x«6, 


从 而 有 9 二 x 十 5 二 11. 于 是 ,只 要 |z 一 5 | ir W à— min(-$.1) , 则 当 | z—5]| «5B. EA 


| z? —5| «e; 


所 以 ,函数 y= 二 zx? 在 x—5 处 连续 . 
填 下 表 : 


【667】 设 f(z)= 二 ,=0. 001. 对 于 数值 ro =0.1;0.01;0. 001; … 求 出 最 大 的 正 数 6 二 6(e,zo) ,使 得 
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可 从 不 等 式 | zx 一 z | «6 推出 不 等 式 | f(x) 一 f(zo) | «e. 
可 和 否 对 于 已 知 的 e—0. 001 选 出 这 样 的 5 二 0, 使 它 对 于 区 间 (0,1) 中 的 一 切 ze 值 都 适用 ? 换言之 ,可 否 
找到 这 样 的 6 二 0, 使 得 只 要 |xz 一 zo | <8 RA | f(z) 一 f(zo) | <e iE x € (0,1) 为 何 值 ? 


| z— zo | 


解 | fo fæ l =T aT (1) 
由 于 |zo| 一 |z| 壹 |x 一 zo | 或 |x| 宇 |zo | 一 |zx 一 zo | , 故 有 
feo fe) Mer T Tema 
(在 此 ,我 们 已 假设 了 |z 一 zo | 二 |zo | ,这 一 点 是 可 以 办 到 的 ). 
FEE |S- fa) | Xe RE e ELI ce RE [a ni i. è= 


2 
E65 


Irela 7 WA eas | <a BEER | f(x) 一 f(xo) | <e. 


我 们 取 近 似 值 ,8==0. 001r} (e=0. 001). 

当 zo 二 0.1 时 , 9—10 5,24 ro —0.01 Bf, 8—10 7 ; 4 zo —0.001 Hf, 0—10^*. 

由 表达 式 (1) 可 知 , 对 于 不 论 怎 样 小 的 正 数 8( 固 定 ), 则 当 |z 一 zo | <8 R x20 Ht, | f(z) 一 f(zo)| 可 
任意 地 大 . 因此 ,无 法 选 出 一 个 公共 的 正 数 9 来 . 

[668] 用 《4e 一 86》 语言 以 肯定 的 方式 表达 以 下 论断 :函数 f(z) 在 点 zo。 有 定义 ,而 在 这 一 点 不 连续 . 

解 ” 存 在 一 个 @>>0, 对 于 无 论 怎样 小 的 970 UE E x EE | c aro | 0B | f(x) 一 f(zo) | Ze. 

[669] 设 对 于 某 些 数 e 二 0, 可 找到 对 应 的 数 =e ro) 20 ERE | z 一 zo | 二 6, 则 

| fG2 — f Ga) | «e. 


车 : (1) 诸 数 e 形 成 一 有限 的 集合 ; (2) Me HURLAMC m de Qi 1.2, EIRA ESTE ERS) 
在 点 mm 连续 ? 

提示 D 不 能 . (2) 可 以 . 可 取 充分 大 的 nn, 使 疡 <e. 

解 (1) 不 能 . 因为 。 不 能 任意 地 小 . 

(2) 可 以 .事实 上 ,对 于 任 给 的 e>0, 总 可 以 取 充 分 大 的 mw， 使 志 <e. 于 是 ,存在 >0, 使 当 | x 一 zo | < 


时 , 恒 有 | f(x) 一 f(zo) | «e 


[670] 设 已 知 函 数 f(x) — x4-0. 001 ]. WEH EF 8E— 7 6770. 001, 8T DAE HI 0— 0622 70 ER 
H | z'— | <8 W | f(z) 一 f(z) | <e. S8 ifii 24 0e <0. 0018F, X) FEA B8 x E CIE X6 HB ix FER 6. 

这 个 函数 的 连续 性 在 哪些 点 遭 到 破坏 ? 

证 460.001, B | x —x| —1HRf,. 

| fixo — feo | = [x—zx'90.001(x]— Ex D | € | xx | 40.001 

此 时 只 要 取 S= min (e—0. 001, 1》, 则 当 | x— z^ | o HEA | f(x) 一 f(x) | <e. 

M 0 ex 0. 001. H. ro 不 为 整数 时 ,有 整数 n, 48 nx n1. 只 要 取 

ô= min(Cz; —n,nd-1— x, ,€) 50, 
则 当 |z 一 zo|<8 时 ,有 [z] 一 [zo]. 从 而 ， 
[f(z)— f(z0)| = | zx 一 zo | <e. 
而 当 zo 二 为 整数 时 , 则 对 于 无 论 怎 样 取 正 数 6, 总 有 工 满足 x 过 zo 及 zo 一 z<6, 此 时 
[f(z)— flx) | 5 Ge — x) 4-0. 0017€. 

于 是 ,函数 f(z) 在 zx 二 n( 整 数 ) 的 点 失去 了 连续 性 . 

[671] 设 对 于 每 一 个 充分 小 的 数 9 之 0, 都 存在 s=s(6,zro) 之 0, 使 得 只 要 |z 一 z | 二 6, 则 不 等 式 
| f(x) 一 f(zo) | <e 成 立 . 由 此 是 否 可 知 函 数 f(x) 在 x 二 zxo 连续 ? 这 些 不 等 式 描述 了 函数 f(x) 的 什么 性 
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质 ? 

提示 不 能 . 

解 ” 不 能 . 因为 e 是 由 6 而 确定 的 , 它 不 能 任意 小 . 因此 ,只 能 说 明 函 数 f(z) 在 点 xo 的 近 傍 有 界 .事实 
上 ,| fæ) |< | fro) | +e. 

[672] 设 对 于 每 一 个 数 es>0 ,都 存在 数 0—8(6 ro) 20, [8183 | f(x) 一 f(zo) | e UI | x— zro | <8. 
由 此 是 否 可 知 函 数 ÁO dE x 二 xo 连续 ?这些 不 等 式 描述 了 函数 的 什么 性 质 ? 

解 不 对 ,车 函数 f(x) 在 有 限 的 区 间 (a,5) 内 有 定义 , 则 只 要 取 3 一 2(0 一 a) ,不 等 式 |x 一 zo | 二 6 恒 成 
立 . 若 (a,0b) 为 无 穷 区 间 , 例 如 , 设 5 二 十 2, 则 必然 

lim | f(z) | =+. 


lim | f£) | 2c teo. 


I- 十 oo 


于 是 ,存在 数列 xa (一 1,2,…),z 一 十 ce 使 FCz) 一 c. 由 此 可 知 数列 FCz,)(z 一 1,2,…) 有 界 , 令 
eo 一 sup{ | flz,) | 十 | flzo) | +1} >0. 
显然 
| fi) — fis |<e (一 1,2，…)， 
但 是 ， 
Jim|z 一 | 一 十 co， 
故 对 此 e >0, 不 存在 对 应 的 9 一 5Ceo,zo) 之 0, 此 与 假定 矛盾 . 由 此 可 知 , 必 有 lim | fC) | 一 十 co， 
[673] 设 对 于 每 一 个 数 之 0 ,都 存在 数 s=s(6,zo) 二 0, 使 得 若 | f) fa) | <e M | er | <8. 
由 此 是 否 可 知 函 数 f(x) 在 x— x. 连续 ? 这 些 不 等 式 描述 了 函数 的 什么 性 质 ? 
解 ”不 能 . 它 只 说 明了 反 函 数 的 连续 性 和 单 值 性 . 
[674] 利用 4e 一 8》 语言 证 明 下 列 函 数 的 连续 性 : 
(OD axcb; (2) x^; (3) x?; (4) Vz; 
(5) Vi; (6) sinz; (7) cosz; (8) arctanxz. 
证 (1) 设 zoE (一 ce ,十 ce)， 
任 给 60,88 | Car+) — laro +b) | e RE 


| z— xs bari (a0). 


取 $=TaT* 则 当 |z 一 zo | 二 6 时 , 恒 有 | Car+b)— lazo +b) | <e. 


由 于 co 的 任意 性 ,所 以 ,F(z) 一 az 十 5 在 (一 co ,十 ce) 内 点 点 连续 . 

(2) 上 | ta , | zz | & | z— xo | C| z= | 2| xo 12. 

任 给 60, | i? — ab | e HE 

|z 一 zo |*-2| zo | | £— zo | ~e<0, 

即 只 要 |x 一 zo |< Vri Fe- |a |. 

W o= Vaite |z | 20,9 34 | x— zo | <8 EE EUR | x° — a | <e. 

这 就 证 明了 r) =r 在 (一 c ,十 ceo) 内 的 连续 性 . 

(3) 由 于 |r| = |z 一 zo| |z Hrortai | < |z || + |x| | zo| + |z|); 7i i 
| z— x, | 1, WA 

lezit lol Xo |xt—2$|]1x—2 AFS | 432215. 


任 给 60, 6 一 min( 1， ) mss | z— z | o Bb, EA | à — 8 | <e. 


€ 
1 十 3 | x, | 32i 
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由 于 zo 的 任意 性 ,这 就 证 明了 z? TEC o9. c 00 N E ETE. 


| x—2 | 


(4) 由 于 VeL «zm (us), E c0. =e 7; , 即 可 得 证 . 
P nl- WR 任 给 €70,06 vzo , 即 可 得 
车 zo 王 0, 则 取 = 
(5 ürT|Jz—31- Ee lal gs i, 

| i | | £f -- G3 +z? | a °? 
取 ò= min( | z | ,e x7 } 即 可 得 证 . 
若 zo 二 0, 则 取 e= 
(6) 由 于 | sinz 一 sinz | 72 sin EVE cos £74 x |x—232|.HB 5==e, 即 可 得 证 . 
(7) 由 于 | coszx 一 coszo | =2 | sin us | | a x | x—a | , 取 e==6, 即 可 得 证 . 
(8) 由 | arctanz— arctanz, | 一 arctan rr ,又 因 Ix Hf, |y|< | tany| , 故 有 
moon 2 a 
1+ zx 


当 xo 290 时 ,不 妨 就 | x 一 zo | < | z | =x. 进行 讨论 ,此 时 |1 十 zzo | 21, 0 
| arctanz — arctanz, | < | x— zo |. 
24 zo 二 0 时 可 同样 讨论 . 
所 以 , 取 6 二 min(e, | zo | Cx; —0 Bf. =e) , Bl 4 | z— x; | 二 6 时 , 恒 有 
| arctanz — arctanzo | <e. 


由 于 zo 的 任意 性 ,所 以 ,arctanz 在 (一 co ,十 co) 内 连续 . 
研究 下 列 函数 的 连续 性 并 绘 出 其 图 像 : y 


[675] f(x)= |z|. 

提示 Ree RT. 

& ||z|l 一 |z|| 科 |z 一 zo|， 

取 6 二 e, 即 可 证 得 在 任 一 点 的 连续 性 ,如 图 1. 263 所 示 . 
z? - 


aps 
[676] 0-{ 2 图 1. 263 


A, r2. 
提示 “应 就 A 一 4 及 AZA 分 别 讨论 函数 fC) hk Hd. 
解 lim fr) — lim —7 — limCrd-2) =4. 
因此 , 当 A 王 4 时 ,F(Cz) 在 点 x—2 处 连续 ;而 当 AAA 时 ,f(z) 在 点 z= 二 2 处 不 连续 . 至 于 在 点 252 处 


显然 是 连续 的 ,并 且 f(x) 二 zx 十 2 G2). 
如 图 1. 264 所 示 . 


eoa deca ms civic 
A 
N 
a 
~ 


1 
[6771 pod TTD ii 


任意 值 ， z= 一 1. 
提示 注意 到 lim f(r) =+ oo Bp ga i k f) E S Z 一 一 1 处 不 连续 . 
解 因为 im f Cz) — teo ACER f(z) 在 点 x— —1 处 不 连续 . 
在 点 az —1 处 函数 f(z) 显 然 是 连续 的 . 
如 图 1. 265 Brzn. 


sinx 
x 


l, x05 


xz, 


[678] O) fi w=] 


sinx 
*, 3505 
(2) nod zp 7 


im 工 一 0， 

提示 〈1) 由 连续 定义 易 知 函数 f Go E Coo, Hoo) PF iH. (2) lim 户 (z) 一 1 及 lim 户 (z) 一 一 1. 

解 (1) Bim fi (z) 一 1 一 方 (0), 故 fi GO 4E, 20 处 连续 .又 显 知 有 (zx) 在 点 140 处 连续 . 因此 
广 (z) 在 (一 co, 十 ce) 内 点 点 连续 . 

(2) 因 lim f; Gc) — 1, lim fo Ce) = — 1, klim fs Ce) KFF TE , Bl E ODER a — 0 处 不 连续 ,其 余 各 点 
均 连 续 . 

其 中 (1) 的 图 像 关 于 Oy 轴 对 称 (图 1. 266) ,而 (2) 的 图 像 关于 原点 对 称 (图 1. 267). 


l 


-1 O n x 


PANE! 
一 ， 0， 
[679] rodha nd 


任意 值 ， z 一 0. 
解 在 x50 的 点 f(z) 均 为 连续 ,而 在 x 一 0 不 连续 (因为 lmf(z) 不 存在 ). 图 像 关于 原点 对 称 ,图 
1. 268 仅 为 x0 的 一 部 分 . 
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图 1. 268 图 1. 269 


ditas. rzÉ0, 
[680] f(x)= E 


0, 无 一 
提示 ”由 连续 定义 易 知 函数 jz) 在 (一 cc, 十 co) 内 连续 . 
解 lim f Cx) = f C0) ,点 点 连续 . 图像 关 于 Oy 轴 对 称 ,如 图 1. 269 所 示 . 


当 anco yl1, 且 当 |z| 之 全 时 ,有 0<y<1， 


[681] roz MEL 
0, r-—0. 
提示 “注意 到 lime F —0, 3 4nd GO Co oo ,十 co) 内 连续 ， 
解 limf(x) 二 0 二 了 (0), 点 点 连续 . 
图 像 关 于 Oy 轴 对 称 ,如 图 1. 270 所 示 . 
M z-~>co 时 ,y~1, H 0<y<1. 


图 1. 270 


| 
[682] | 


任意 值 ， r-—]l. 
提示 。 注意 到 lim f(z)=1 及 lim f (2) —0, Fg 4v di 4t f Geo E S x—1 处 不 连续 . 
fa lim f(x) —1, lim f Gn) —0, RA r= 外 其 余 点 点 连续 . lim f(x) — 
如 图 1. 271 所 示 . 


alr a 0, 


EN 
P 


[683] f(x)= 


a, r-—0 
提示 注意 到 limj(z) 一 0, 故 应 对 4 天 0 及 4 一 0 分 别 讨论 函数 f(X) 的 连续 性 . 
解 lim fx) — limzInz* =0. 
4 a=0 时 ,点 点 连续 ;而 当 a0 时 , 除 点 x 二 0 处 不 连续 ,其 余 点 点 连续 . 图 像 关 于 原点 对 称 . 
如 图 1. 272 所 示 . 
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i^ t 


ae 
e 
O Ez ot us 
——————49 -1 
图 1.272 图 1. 273 


[684] /(:)-sgnz. 
解 ” 当 z=<0 时 , f(z) 二 一 1; 当 zx 之 0 时 ,f(zx)=1; E 
当 r=0 时 ,FCz) 三 0. 除 点 O 外 ,点 点 连续 . 


如 图 1. 273 所 示 . à s 
[685] fG)-—[x]. | ii 

BR RH r—k k HEROI ERARE. eeo e 
如 图 1.274 所 示 . me 

[686] f) —Vz — [V2]. Ec 

解 ” 当 z= 及 (k 二 1,2,…) 时 不 连续 . 

M Er T0D 时 , f(z) 二 Vz 一 &,f[(k 十 1)*]==0. 图 1. 274 


如 图 1.275 Brzn. 


» 
1 
P ag 

mp. 图 1.275 — y 
求 出 下 列 函 数 的 不 连续 点 ,并 研究 这 些 点 的 性 质 : 
[687] S p 
解 z= 二 一 1 为 无 穷 型 不 连续 点 . 
[688】 s= E3. 


; 1 z 1 « » s 
E min Soie oro doni TREA 
z*—] 
zr*—3zr-2' 


E —T . Xu—LGSEBIXA --. T 
M moa e at A amA ARRA ERA, 


[689] y= 


il 

1 

[690] y= 二 于 
r—l x 


解 因为 lim y 一 se ,limy 一 一 1 及 limy 一 0, 所 以 ,一 一 1 为 无 穷 型 不 连续 点 ,而 x 二 0 及 x 二 1 为 “可 
去 ”的 不 连续 点 . 
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解 因为 lmy 一 1， lim y = eo k 为 不 等 于 零 的 整数 ), 所 以 ,x 二 0 为 “可 去 ”的 不 连续 点 ,而 x 二 kx 
(一 士 1, 士 2,…) 为 无 穷 型 不 连续 点 . 


l—coszr 


[692] y= im 


2rsin2 本 0 一动 
解 limy 一 lim 一 0. 
uda: v0 . 2(22- x) 


同 理 lim > 一 0, 所 以 ,z 一 2  x— —2 为 "可 去 "的 不 连续 点 . 
[693] y 王 cos: l. 

解 因为 limy 不 存在 ,” 故 x 二 0 为 第 二 类 不 连续 点 . 

x) 左右 极限 均 不 存在 . 

[694] »—sgn(sin ©). 

解 r=0 为 第 二 类 不 连续 点 . 


HH dux P1. Xm y— C7 D'7 li r= (GT 1,42) HRR ER. 
1 


- d. 
l0 二天 二 0 


2 
L———5— 一 0 ,十 oo « » Ri 点 
解 z 一 元 于 (一 0, 士 1, 士 2,…) 为 "可 去 ”的 不 连续 点 . 


[696] y=arctan L, 


解 ” 因 lim arctan 二 一斑， lim arctan 7 ， 故 x= 二 0 为 第 一 类 不 连续 点 . 
zx 十 0 z-—0 Ww 


[697] y=Vzarctan +, 

解 limy=0, x—0 为 “可 去 ”的 不 连续 点 . 

[698] y—e". 

解 ”因为 limy 一 十 ce，limy 一 0, 所 以 ,z 一 0 为 第 二 类 不 连续 点 ， 


[699] y= nz 


解 ”因为 limy 一 0，lim y— —eo, lim y— eo ,所 以 ,z 一 0 为 "可 去 "的 不 连续 点 ,而 < 一 1 为 无 穷 型 不 
连续 点 . 


[700 y= : 


"d 
T 


1 一 ec 
解 因为 lim y=1, lim y—0, lim y=—co, lim y= +20, A, £=] 为 第 一 类 不 连续 点 ,而 x 二 0 为 
无 穷 型 不 连续 点 . 
研究 下 列 函 数 的 连续 性 并 绘 出 其 大 略图 像 . 
[701] »-sgn(sinz). 
解 zx 二 kx (一 0, 士 1, 士 2,…) 为 第 一 类 不 连续 点 .如 图 1. 276 Bron. 
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图 1.276 
[702] >y> 王 zx 一 [z]. 
解 r=k (k= 二 0, 土 1 ,十 2,…) 为 第 一 类 不 连续 点 . 如 图 1. 277 所 示 . 
[703] y=zxLz]. 
解 r=k (一 土 1, 士 2,…) 为 第 一 类 不 连续 点 .如 图 1. 278 所 示 . 


图 1. 278 图 1. 279 
[704] >y> 王 Lzjsinrz. 
解 ”处 处 连续 . 当 r=k (k= 二 0, 土 1, 土 2,…) 时 y—0. 如 图 1. 279 所 示 . 
[705] y=zx’:—[Lz’]. 
解 xz= 士 人 VE (k= 二 1,2,…) 为 第 一 类 不 连续 点 . 
图 1.280 仅 画 了 x0 的 部 分 . 


I^ 
» 4L o—e 
1 3 o—e 
2 o——e 
1 O—————9 
4 4 a 4 — à — ioo 
-—— a ttii ma 
图 1. 280 图 1.281 


[706] y=[ 士 ]. 


解 zx 一 0 为 无 穷 型 不 连续 点 ,x 一 也 《一 士 1, 士 2,…) 为 第 一 类 不 连续 点 . 
图 1. 281 仅 画 了 220 的 部 分 ,并 且 在 图 像 中 两 轴 比 例 不 一 致 , 即 已 经 过 “压缩 "变换. 


1 


解 z=0 为 “可 去 ”的 不 连续 点 ,因为 limy 一 1. 2 (一 十 1, 十 2,…) 为 第 一 类 不 连续 点 . 
图 1. 282 仅 画 了 当 z>0 的 部 分 ,并 且 两 轴 所 取 的 单位 不 一 致 . 
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1 
1 
i 
3 


图 1. 282 
I 1 
[708] y 一 sgn ( cos ). 


WE z+ 二 0 为 第 二 类 不 连续 点 . 


1 一 2 二 T a 
凡 使 cos 过 一 0 的 点 , 即 工 GELD (&R 一 0, 士 1, 士 2,…) 为 第 一 类 


不 连续 点 . 
图 1.283 仅 画 了 当 & 一 0, 士 1, 士 2 时 的 情形 ,图 像 关 于 Oy 轴 对 称 . 


【709】 y= [a] sgn (sin =). 


x? 


解 r=0 为 第 二 类 不 连续 点 . 


z=+> 及 E aA 
为 第 一 类 不 连续 点 . 
图 1. 284 的 两 轴 所 取 的 比例 单位 不 同 . 
ha 
oo 9 
8 Se 
J " 
k " 
" - 
à ” 
o-o 3 
9-0 2 
————o 1 


0—o | o-o 

-22 

5nj5n 
-2 202 2 x 
n 3n 3n T 
o——o o——o 

图 1. 283 


图 1.284 
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一 Æ 
[710] y=cot s 


解 凡 使 sin 0.8] xz 一 二 (一 士 1, 士 2,…) 为 无 穷 型 不 连续 点 . xz 一 0 为 第 二 类 不 连续 点 . 
图 像 关 于 原点 对 称 , 如 图 1. 285 所 示 . 


当 r—— ool, y>— o; 4 r--d-coHj, y 一 十 0. 


d 


1 
im: 2 
[711] »-sec PE 


[1 一 (一 0, 士 1, 十 2,…) 为 无 穷 型 不 连续 点 . zx=0 为 第 二 类 不 连续 点 . 
T 
图 像 关于 Oy 轴 对 称 , 当 rz-> 十 co 时 ,y>1. 如 图 1. 286 所 示 . 


iS 
1 


一 一 + 
1 


------------4--22 


[ 
! 
1 
D 
i 
1 
i 
i 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
i 
! 


1 
i 
i 
i 
1 
1 


o| 2 x 
3n pi 


图 1. 286 


N 


[712] y=(—1)], 
解 r—-—fn(n-1l.2,.--)X388—3& iE A. 


图 像 关 于 Oy Six ER. lim y—-(— D", lim y=(—1)". 如 图 1. 287 所 示 . 
an 一 0 TV 十 0 


[713] y=arctan( p+), |? 


x r—l xx 一 2 


D: 

解 x 二 0,zx 一 1 和 xz 一 2 为 第 一 类 不 连续 点 . z 

lim y 一 一 工 ， lim y 一 一 工 ， 

E nici] 2 zr-1—0 2 " ie 
O 1 2 x 

lim y 一 一 工 ， lim > 一 工 ， 

了 2 一 0 2 -十 0 2 

2 


lim y-— lim y— 4, 
r-1-c0 2 z-240 2 
lim y—0, lim y—0. 如 图 1. 288 所 示 . 1. 288 
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1 


[714] I= nx y 
解 z 一 Ar (k= 二 0, 士 1, 十 2,…) 为 无 穷 型 不 连续 点 . | | 
图 像 关 于 Oy 轴 对 称 , 如 图 1. 289 所 示 . | | | [ 
【715】 y— 3» | | £N | | 
解 =+ Ex (=0,1,2,…) 为 无 穷 型 不 连续 点 . ol a 
图 像 关 于 Oy 轴 对 称 , 如 图 1.290 所 示 . 图 1.289 
图 中 只 画 了 x0 的 部 分 . 
y 
7 Xx! Vm QR x 
E CEDETTE nm 
图 1.290 


i 
"nz 二 1)Cz 二 3) 
解 xz 二 一 1 和 xz= 王 一 3 为 无 穷 型 不 连续 点 .定义 域 为 x 二 一 1 或 x3. 


E 时 ,0 过 三 
z 


[716] y=! 


2 
-二 二 <1, 故 In 


1 
2z GDE 


2 
M c> m,- In >0. 


当 xol .y-0. 如 图 1.291 所 示 . 


y y 


1 
Gro 1)(xr—3) 


图 1. 291 1. 292 
[717] y—-e*. 
f r=0 为 第 二 类 不 连续 点 . limy—1, lim y—0, lim y 一 十 ce. 
-oo ze 十 0 z-—0 
如 图 1.292 Bros. 


Sal 


[718] »-1—e 
解 因 limy 一 1, 故 xz 二 0 为 “可 去 ”的 不 连续 点 .图像 关于 Oy 轴 对 称 , 如 图 1.293 所 示 . 
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y 


2r 


[719] »-th I 
B z= 士 1 为 第 一 类 不 连续 点 . lim y—1, lim y— —1. 
图 像 关于 原点 对 称 ,如 图 1. 294 Bron. 


研究 下 列 函 数 的 连续 性 并 作出 其 图 像 : 


1 
Er 


1, Oxr«l, 


[720] »-lim (120). 


解 y—4— z=1， 


0, zl. 
r—1 为 第 一 类 不 连续 点 . 
如 图 1. 295 所 示 . 


提示 注意 到 y 一 sgnz, 即 知 点 工 一 0 为 函数 的 第 一 类 不 连续 点 . V 
= mq05 
fa -| 0, Z 一 0， L 
I; 0, 
即 y—sgnz. Xx 二 0 为 第 一 类 不 连续 点 . 如 图 1. 296 所 示 . of EA 


[722] y=lim W1 十 zz . 


1 -lelah 一 
解 »-| 处 处 连续 . 

zx, [x|21. 图 1.296 
如 图 1.297 所 示 . 


[723] »-limcos"z. 
l, Z 一 Ar， 

解 y= (CR 一 0, 土 1, 士 2,…). ZX 二 kr 为 第 一 类 不 连续 点 . 
0, zkx. 


如 图 1. 298 所 示 . 
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—À E 
UMI y—Hhun cn 


as | z—kx| <5 > 


S y= Zz 二 kx 土语 ， (k—0,41,42,--) 
0, X4 A tit. (5n 
6 6 
6 
xz 一 Ar 士 -为 第 一 类 不 连续 点 . 
如 图 1. 299 所 示 . 
[7251 y= lim[ xarctan(ncotz) ]. 
Ts kn rn. 
S >=4 0, z=kr+ =, (一 0, 士 1, 士 2,…) 


2 


= Fis kx. A xe en n. 


z=47 (了 0) 为 第 一 类 不 连续 点 . 


如 图 1.300 所 示 . 


_ 1 xte 
EE yc INA 
X: zs, : A 
解 y 一 | ， 处 处 连续 ,如 图 1. 301 所 示 . 
W^. EU; 


i? 


[0] P d 
图 1.301 
— s BMAF 
【727 y= lim Te" 
0, rx, em 
解 y= 处 处 连续 ,如 图 1. 302 所 示 . 
Xd. X0. 


[728] y= lim (1-- 2) thiz. 
=F as 
8 > 一 4 0， Z 一 0， 
下 -5 x20. 
x—0 为 第 一 类 不 连续 点 ,如 图 1. 303 所 示 . 
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图 1. 300 


图 1. 302 


方 能 保证 函数 1(X) 在 (一 oo, 十 oo0) 内 连续 . 


OSa 

1«xrx2 

解 zx 二 1 为 第 一 类 不 连续 点 ,在 L0,2] 上 f(x) 不 是 连续 函数 . 
如 图 1. 304 所 示 . 


2x, 


【729】 函数 f| 是 否 连续 ? 


2 


z r0, 
[730] i f| 怎样 选择 数 a, 可 使 函数 FG XE? 


e 
ats %20 


提示 注意 到 lim f(z)—1,lim f(x) 二 a 及 f(0) 二 0, 即 知 应 选择 4 二 1 时 ， 
r-—0 r-*c0 


& 因 lim f(x) —a 及 lim f(x) 二 1, 而 f(0)= 二 a, 故 当 a 二 1 时 ， 
limf(x)= f(0), y 


此 即 说 明 函 数 f(x) 在 x0 处 连续 ;至 于 当 zx 关 0 Bp. f(z) 显然 连续 . 


于 是 ,我 们 选择 数 a 二 1, 则 函数 f(x) 在 整个 数 轴 上 连续 . 
如 图 1. 305 所 示 . 1 
【731】 研究 下 列 函 数 的 连续 性 并 说 明 不 连续 点 的 性 质 : 


z, 0 和 xz 和 1， z; |z| 云 1， o| » 
(OD f(zx)= (2) fco | 
2—c3. Tar 1, leli; 图 1. 305 
cos E, | z| &1, cot2rz， x HIER XL, 
(3) E 2 (4) fc A * 
|z 一 1| ， |z|>1; 工 为 整数 ， 
6 fGD sinxr. or AA ERA. 
P D nd 
0, x 为 无 理 数 . 
解 (D 连续 函数 . 


(2) z 一 一 1 为 第 一 类 不 连续 点 . 

(3) z 一 一 1 为 第 一 类 不 连续 点 . 

(4) x—k (一 0, 士 1, 士 2,…) 为 无 穷 型 不 连续 点 . 

(5) rk (k= 二 0, 土 1, 土 2,…) 为 第 二 类 不 连续 点 . 

[732] 函数 d= 二 d(z) 是 数 轴 Ox 上 的 点 x 与 由 线段 Or 及 2 二 +3 所 构成 点 集 间 的 最 短 距离 . 


求 函数 4 的 解析 表示 式 , 作 出 其 图 像 并 研究 其 连续 性 . 


解 

一 各 站 FA 
0， 0 委 z 委 1， 

t~i «ax. 

d= 

235 iz. 
0, DE NES 

=y BALLA, 


处 处 连续 ,如 图 1.306 所 示 . 
[733] 


g 


图 像 E EARS 1 底 为 1 的 等 腰 三 角形 及 底 为 1 高 为 2 及 3 的 二 矩形 所 构成 (图 1. 307). 


函数 S— SC) CO y c eo) ERR E Hp TO 402 Y —0 Y — y 之 间 的 那 一 部 分 面积 ;而 函数 0 一 5(y) 
(Ox y - oo) fé FHOE 412, Y — y 去 截图 像 所 得 截 痕 之 长 . 求 函 数 S 及 4 的 解析 表示 式 , 作 出 它们 的 图 像 并 


研究 其 连续 性 . 


解 
1 3 
3*2» 1«yx2, 
s= Š 2 
3T» 2« yx3, 
11 ! (C 
EX 3« y« Too. 
处 处 连续 ,如 图 1. 308 所 示 . O 1 3 3 y 
XI FAR 0= 王 2%(y) 根 据 假 设 , 则 有 如 下 解析 表示 式 : —" 
395 0x yxl, ` 
j= 25 1«—yx2, 
l, 2<y<3, 


0,  3<y<+o. 
y=2 及 y=3 为 第 一 类 不 连续 点 ,如 图 1.309 所 示 . 
[734] 证 明 : 狄 利克 雷 函 数 
y co = lim ( limcos" Gm!) ) 
对 于 每 一 个 xz 值 都 是 不 连续 的 . 


证 明 思路 令 f(m,n)=cos" (xm! x). 当 广 为 有 理 数 时 , 即 z= (pq 为 互 素 的 整数 , 且 p>0). 因此 ， 


当 m>p i, A f(m,n) 二 1, 于 是 ,xX(X) 二 1; 当 工 为 无 理 数 时 , 则 对 任 一 固定 的 m, 有 |cos(xm! xz) | 一 1, 于 
是 ,Xx(X) 二 0. 由 此 可 知 


i A 工 为 有 理 数 ， 
o) 一 
0, 工 为 无 理 数 . 
设 r ER, H F zo 的 任何 邻 域 中 都 有 无 穷 多 个 有 理 数 和 无 穷 多 个 无 理 数 , 故 极限 limX(CZz) 不 存在 ,从 而 
X(X) 在 任 一 点 Xo 均 不 连续 . 


证 dd fOn.n)-—cos"xm!ax). P 
当 c HARAN ,总 可 认为 mp H r= (sq 为 互 素 的 整数 ). FE, fn — 1 HUER G0 71 


24 z 为 无 理 数 时 , 则 对 任 一 固定 的 m 而 言 ,| cos xm 1 | 二 1, 从 而 ， limcos" (xm!z) 一 0, 故 此 时 x) =0. 
总 之 ， 


15 x 为 有 理 数 ， 
0, zr 为 无 理 数 . 
由 实数 的 稠密 性 可 知 ,对 于 zx 的 任意 值 在 其 任 一 邻 域 内 含有 无 限 个 有 理 数 和 无 理 数 , 因 而 y Cae) S ELS 
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xo) 一 


在 1 和 0 这 两 个 数 中 取 一 个 . 这 样 ,x(z) 的 极限 就 不 存在 .于 是 , 当 z 取 任 一 值 时 ,x(z) 都 是 不 连续 的 . 
[735] mx f) -—z*xyG). i 
式 中 X(z) 为 狄 利克 雷 函 数 (参阅 734 题 ) ,研究 此 函数 f(x) 的 连续 性 .作出 这 函数 的 草图 . 
解 
x. 工 为 有 理 数 ， 
0, 工 为 无 理 数 及 0. 
因此 ,limz “ XY(Cz) 王 0 等 于 在 x—0 处 的 函数 值 , 故 当 0250 时 ,z。XCz) 
不 连续 ,而 当 z=0 时 ,z， x(z) 连 续 , 如 图 1. 310 Bron. 
[736] 证 明 : 黎 曼 函 数 


ro- z= jh m 和 nn 为 互 素 的 数 ， 


z” ra=] 


n 

0, zz 为 无 理 数 . 
当 工 取 任 一 个 有 理 值 时 不 连续 的 ,而 当 z 取 任 一 个 无 理 值 时 是 连续 的 .作出 这 个 函数 的 略图 . 
证 ”不 失 一 般 性 ,我 们 仅 就 区 间 [0 ,1 讨论, 图 1.311 为 f(x) 在 xz€EL0,2] 时 的 略图 . 


图 1.310 


图 1.311 
对 于 任意 的 zo € [0,1] 来 说 , 若 任 取 >0, 则 满足 不 等 式 w< 一 的 正 整数 ”至 多 只 有 有 限 个 , 即 在 [0,1] 


中 至 多 只 有 有 限 个 有 理 数 也 ,使 得 (Z) = e. 因而 我 们 可 以 取 3>0, 使 得 mm 的 邻 域 (zo 一 8,zo 十 8) 内 


不 含有 这 样 的 有 理 数 ( 若 ze 为 有 理 数 , 则 可 能 除去 zo). 于 是 ,只 要 O< | z 一 zo | <0, RE zx 是否 为 有 理 数 ， 
都 成 立 | f(z) | <e. 即 证 明了 对 于 [0,1] 中 任意 点 zo ,都 成 立 
f Go 0) —9 fir, —0) —0. 
E z 为 无 理 数 , 则 f(zo) 二 0, 可 见 f(x) E xo 连续 ; 若 xo 是 有 理 数 , 则 f (x22 750, PRÉC FG E mo 点 有 
“可 去 ”的 间断 , 即 点 zo 为 f(z) 的 “可 去 ”的 不 连续 点 . 
[737] 研究 函数 


nz m 
-dtr x 为 既 约 有 理 分 数 亚 (n>), 


|z|; z 为 无 理 数 
的 连续 性 并 作出 此 函数 的 草图 . 


证 当 z<0 时 ,f(z) 显 然 不 连续 ,而 对 于 正 有 理 数 E=, SO 


m 


= HTC JL RHÉ zx 趋 于 EM limf Cn) — 7 E t 
f(z) 在 正 有 理 数 点 也 不 连续 . 当 上 为 正 无 理 数 时 ,由 于 对 任意 的 e> 
0 Boe 的 正 整 数 g 至 多 只 有 有 限 个 . 与 736 题 类 似 可 证 f(x) 图 1. 312 
在 点 zx 一 上 连续 . 如 图 1. 312 所 示 . 
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[738] 函数 (Go —u MBA NC 一 切 非 零 值 时 都 有 定义 . 为 了 使 此 函数 在 x 0 时 连续 ,应 
dba Lim M 0 的 值 ? 


BE HOS imi £954 — 7. gr pc /(0) 一 去 ,那么 ,f(x) 当 x 一 0 时 是 连续 的 . 
[739] 证 明 ; 无 论 怎样 选取 数 /(1) ,函数 /(z) 一 二 在 z 一 1 时 都 是 不 连续 的 . 


证 因为 lim f(x) — —co, lim f(x) 二 十 吕 , 所 以 ,我 们 无 法 选择 f(1) 使 之 成 为 连续 的 . 
【740】 下 列 函数 f(z) 当 r= 二 0 时 没有 意义 ， 定义 f(0) 的 值 ,使 得 f(x) 在 点 x 二 0 连续 : 
e (2) f(x y= mer. (3) fr) — sinzsin 二 

1 


(4) KORNESE (5) f= ze EP (60 f(x)— x Gr20)0; 


Cl fex) 


CO fr) — rln? x. 


= n x dcm —1 3 tan2r 
提示 。 (1)lim 玫 一 一 一 -二 一 -. (lim 77 —2. 
2 IEX-. a 
(3)(4)(5)(6)(7) 均 仿 (1) 及 (2). 
& a) 因为 jms 二 一 1 二 lim ZzCWCI 二 zz 十 Wi 二 zz 十 1) 
ro YI Frl x zr(VIiTz+1) 


tan2x 


NE. NE 


(2) 因为 lim 一 一 一 2, 故 取 f(0)=2. 


(3) Fon IN 故 取 f(0) —0. 
(4) 因为 lim(1 二 zz)* =e, 故 取 f (0) — e. 
(5) Alime 2 —0. BOR /(0) 一 0. 
(6) WR lima! 一 1， 故 取 f(o)—1. 


(7) 因为 limzln zx 一 0， 故 取 f(0)=0. 
[741] i: AŽ fO? r= r 时 是 连续 的 ,而 函数 g(x) 当 x 二 xo 时 是 不 连续 的 ; (02024 r= ar 时 


函数 f(x) 和 g(xz) 二 者 都 是 不 连续 的 , 则 此 二 函数 的 和 f(z) 十 g(x) 在 已 知 点 xo 是 否 必 为 不 连续 的 ? 举 出 


适当 的 例子 . 
提示 DAAA HER EH. 
Ds zz, =T uz:0s 
(2) 不 .例如 ,f(xX) 二 及 g(x) 二 
=i x0. 1, zx«O0. 


S OD f(x) 十 g(xz) 必 为 不 连续 的 .事实 上 , 设 F(z) 二 f(z) 十 g(x). 
对 于 油 数 F(z) 一 f(x) 二 g(x) ,如果 F(z) 在 x; 连续 , 则 有 
lim gCz) ^ lim[ F(x)— f(z)]= lim FCzr) — limf(zx)=F(zx0)— f(x)=g(x). 


因此 若 当 g(Czo) 有 意义 , 则 grs) — FG) — fn) lim g Ge) ,这 与 假设 是 矛盾 的 , 故 F(z) 在 点 mn 不 连续 ; 


若 8(Czo) 没 有 意义 ,那么 当然 它 在 ro 点 不 连续 . 


(2) 不 .例如 ， 
1l, axz0, 一 1， zxz0, 
Tun —1, x«—O. m oque ls 2&0. 
它们 在 点 c 0 处 均 不 连续 ,但 其 和 faH ga AD Jb Jb E. 


[742] 设 :(1) 函 数 f GO TE ZR xo 连续 ,而 函数 g(x) 在 点 zo 不 连续 ; (2) 当 x 二 xo 时 函数 f(x) 和 g(x) 
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二 者 都 是 不 连续 的 , 则 此 二 函数 的 乘积 f(x)g(zx) 在 已 知 点 ze 是 否 必 不 连续 ? 举 出 适当 的 例子 . 


EA l; x0; 
提示 (DR. Bde f G0 70 A ga) =] 
= 
ls xz0, 
(2) f. fco mco | 
=]; X0. 
解 (1) 不 .例如 ， 
( =Í Ls zxz0,. X pl 
iiid —1. «0 Pis: 


它们 满足 假设 条 件 , 其 中 f(x) 处 处 连续 ,而 g(x) 在 点 x 二 0 不 连续 ,但 f gr) = 处 处 连续 . 
(2) 不 .例如 
Is 220, 
Fao=| ne 及 giu-—fG). 
它们 均 在 点 x—0 处 不 连续 ,但 其 乘积 f(x)g(x) 志 1 却 处 处 连续 . 
[743] 可 和 否 断 定 不 连续 函数 的 平方 仍 为 不 连续 函数 ? 举 出 处 处 不 连续 但 其 平方 连续 的 函数 的 例子 . 
f& ”不 能 .例如 742 题 (2) 之 例 . 
一 1， 工 为 有 理 数 ， 
1, z 为 无 理 数 ， 
[744] 研究 函数 fLg Go DR gLf(x)] 的 连续 性 : 
(D f(x)=sgnz 及 g(x)=1+r’; 
(2) f(x) —sgnx 及 g(x)=zrx(l— zr); 
(3) f(x)=sgnz K gG—14 x— [x]. 


又 对 于 函数 fco | 处 处 不 连续 ,但 平方 后 所 得 函数 六 (z) 三 1 却 处 处 连续 . 


2, x70, 
8& (1) f[gCGo ]21 处 处 连续 ;而 gL fo ]— 1 eii 在 x—0 点 不 连续 . 
» =, 


(2) 因为 g) =r r) r——1 8& 0—x-—1 时 为 正 ,; 而 当 一 1 二 x 过 0 或 x 之 1 时 为 负 , 故 


ly = 
0, x——1, 
=la —leuses 
flgGo]- 0, zr-—0, 
ly OSSI, 
Q0; z-—l; 
=i an. 


在 点 z 一 一 1,z 一 0,Zz 一 1 处 不 连续 . 而 gLf(zx) ]-0 却 处 处 连续 . 
G) fLgGo ]91 处 处 连续 . g[Lf(x)] 志 1 也 处 处 连续 . 
[745] i 
u, 0-uxl, T, x JA BUR. 


f= pCz) 一 人 
2 2—r. x Nd. 


其 中 0 二 zx 过 1. 

研究 复合 函数 >= jx) 的 连续 性 ,其 中 x 一 PCz). 

解 ” 当 工 为 有 理 数 时 ,x= 王 zy, 且 0<x<1, 故 Fo) 一 z; 当 z 为 无 理 数 时 ,x 一 2 一 z 且 1<x<2, 故 fGo-— 
2—u-x. Jii flol) ]2 x 处 处 连续 . 

[746] 证 明 : 若 f(x) 为 连续 函数 , 则 下 列 函 数 也 是 连续 的 :F(z)== | f(z)|. 

证 设 z 为 任 一 连续 点 , 则 对 于 任 给 的 es 盖 0, 总 存在 一 个 正 数 6, 使 当 |x 一 xo | 二 6 时 , 恒 有 
| fG2 — f Go) | «e. f 

Aal- | fo | || feo—fGco| i ||feol|-—1lfGo]]«e. 
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Bk F(x) 在 点 xo 也 连续 ,由 点 zo 的 任意 性 可 知 ,F(z) 也 是 连续 的 . 
[747] 证 明 : 若 函数 f(z) 是 连续 的 , 则 函数 
=e FD 
ro- | £C» | &e, 
C. f CLIC: 
( 式 中 c 为 任意 的 正 数 ) 也 是 连续 函数 . 


提示 DSA eta | [e fG) D. 


证 易 知 广 (z) 一 去 (|c 十 7Cz) |- |e foo |). 于 是 ,利用 746 题 的 结果 , 即 知 f, GO EIE E ROIG 


[748] 证 明 : 若 函数 f(z) 在 闭 区 间 [La,b] 上 连续 , 则 函数 
m7)= int (f) 和 MC) = sup {fC ) 
在 La,b] 上 也 是 连续 的 . 

证 只 证 m(z) 在 [a,b] 连 续 . M(z) 连 续 性 之 证 完全 类 似 . 设 ro € [a,b]. 先 证 m(z) 在 点 zo 右 连续 . 任 
给 e 二 0. 由 于 f(z) 在 点 ro 连续, 故 存在 6 二 0, 使 当 | zx 一 zo | 过 6 时 , 恒 有 

| f(z)— fa) | <e. 

于 是 , 当 zo<z<xzo 十 8 时 ,有 fOO0 2 f Gn) 72 mG» ) — €. 

而 当 < 委 z 委 zo Bf. f()ZmGOLmGr)-—e. 由 此 可 知 当 zo 过 x 过 zo 十 6 时 ,m(x) 宇 m(zo) 一 e. XA 
m(X) 显 然 是 递减 的 , 故 m Cr) m (Gn) Zm Gn) € CH ax rc. 

由 此 可 知 lim m(z) 三 m(zxo), 即 m(Xx) 在 x, 右 连续 .下 证 左 连续 ,不 妨 设 FCz) 在 La,zoj] 的 最 小 值 在 点 
xr, KP), Bllm ro) — feo ) Cf Wl] E mC) — f Gri) ani ax. M SE PA E24 ni rr, 时 omn) — 
mro) ,从 而 左 连续 ). £266 0. fj EXR ETE 070. fi S4 x, — 0 rx, 时 , 恒 有 

fGDo x fa) e mGay)-e, 
BE t smr)<m ro) +e, Am mro) Kma) <mo) +e C x;—0- rr, 时 ). 由 此 可 知 lim mCe)= 
m(zo), 即 zz(Zz) 在 x, 左 连续 . 

[749] 证 明 : 若 函数 f(z) 和 &(Cz) 是 连续 的 , 则 函数 oa) = min f C) «g Co) JA gGo = max[ f(x),g(z)] 

也 是 连续 的 . 


证 由 pD = IDH) | fG) Go |], 


qG) — FG) gGO - | fG0 — G2 |], 


TI FH 746 题 的 结果 , 即 知 PC(z) 和 wz) 为 连续 的 . 
[750] 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [La,5] 有 定义 并 有 界 ,证 明 : 函 数 
"cep nf LAO) 和 M(z)= sup {f(®} 
在 闭 区 间 La,b] 上 是 左 连 续 的 . 而 函数 
m= inf (f) 和 M= sup {fE ) 
在 闭 区 间 [La,65] 上 是 右 连 续 的 "*. 
证 设 xoE(a,b], 要 证 ml(zx) 在 ro 左 连续 .由 于 f(x) 在 [a,65] 上 有 界 , 故 m(z) 恒 为 有 限 . 任 给 60, 
存在 一 点 ELa,zo) ,使 得 f(&) 二 mlzo) 十 e. Fe 24 6 c xn, 时 , 必 有 
mz, ) Kmr) S 6) <m) e, 
由 此 可 知 lim mGo) =m). BE m(z) 在 ro 点 左 连续 . 


同 法 可 证 MCx) fE[a b] EAEE. 


190 


x) m(x) 和 M(x) 在 [a,b] 上 右 连 续 的 结论 是 错误 的 , 今 举 反 例证 明之 .例如 ,对 于 有 界 函 数 
l, a<&<z<p, 一 1， a<zx<p, 
fil) = fz: x— 
0, p-zrxib. 0, Bz 
TAA mGO-— filz), MGCz) 一 户 (z) ,显然 它们 在 点 访 不 是 右 连续 的 . 

ERA mGO— inf. {fO} ,MGO — sup (fE } 则 可 证 明 ma) 5 MGz) 在 [ab 上 右 连续 ， 

[751] WEB] REPRE jz) 在 区 间 a<x< 十 2 上 连续 , 且 有 有 限 的 lim. f(x), 则 此 函数 在 已 知 区 间 上 
是 有 界 的 . 

证 w A= lim f(x) Bt e—1.JU fefe Xa. >X H, EA | f(z) | | A| T1: XB f(x) 在 [a,X] 
上 连续 ,因而 有 界 , 即 存在 常数 Mi ,使 当 zE[a,X] 时 , 恒 有 | £C | Mi f M— maxC| A | +1,M), W4 
zE[a, 十 co) 时 , 恒 有 | fC) | M. 

[752] 设 函 数 f(x) 在 区 间 (zo ,十 cc) 上 连续 并 有 界 , 证 明 : 对 于 任何 数 工 ,可 求 得 数列 z, 一 十 co ,使 

limLfGz, +D) — fC) ]—0. 

证 不 妨 设 T—0.id gO)-—fGoc Go 1) T) — fG t yD yz. WU - 3 (e) 01— 1,2, EL 24 
n—oolhf .e,—0. 5 To. gO d&[ 1. 3-09) E 3E Sk BU RRR TER ERG nm ro +k E | gk) | <e ,如 
R g(1),g(2) 异 号 , 则 由 连续 函数 介 值 定理 ,存在 k H 1e 2. 48 | gC) | 706 ,这 时 取 zi 二 zo 十 
iT. 若 g(1) 与 g(2) 同 号 , 且 g(1),g(2),g(3),g(4)… 都 是 同 号 的 ,不 妨 设 它们 均 大 于 0, 那么 我 们 可 以 证 
明 , 必 存在 一 个 正 整 数 有 三 1, 使 O0 6. DIOS EXE UT IE REC nig G0 ze , 则 由 g(y) 的 定义 ， 

flzot2T) 2e + f(r +T), 
Feriti Dzat fGat2T), 
Fees T 4T) Ze t Fen 3T), 


f Go n D) ze t fLlrot(n—1)T]. 

则 fero n T) >n 19e + f Cx HT) 3X 53. FCz) 在 (zo, 十 cp) 内 有 界 矛 盾 , 故 必 存 在 正 整 数 k 8 
| gk) | <e , 取 xı =x Hki T. R BERR ps 二 十 1, 通 过 考虑 g), gx FD on BREST 
取 re = s ET ees E sf | g(k;) | 过 ez. 依 此 类 推 ,我 们 就 可 得 到 一 数列 {xz} 适合 要 求 . 

[753] X oo) A 9G) E XC — oo x cof E 2 Ji] 8 KZ, H lim[ eC) — 962) ]—0. 证 明 :oCr) 
=pl). 

WE JWE p(x) 和 yl(z) 的 周期 相同 , 设 eC) WAA p oCed- p) — gla), H F rookt, golt p) 
— Ge p)-0 BI f$ limLeGr) =+ p) ]—0 以 及 

lim[ 9C) — 9Ge-- p) ]— limLgGo) — Gc ) 1 limp) — 901-0. a) 

我 们 再 来 证 明 y(x) 的 周期 也 是 p, 若 不 然 , 则 至 少 存在 一 个 fE Gn Agp t 22. 且 设 p AWA 
q,NN 为 任意 正 整 数 ,7 二 zo 十 Ng, 以 及 a 二 1 gn) — Gro tp) | 之 0, 此 时 恒 有 | 9G — Gc p) | =a. fH h 
(1) 式 ,对 充分 大 的 z, 必 成 立 | GO — Ge p) | 二 a, 这 显然 是 矛盾 的 . 

最 后 证 明 g(x) 寺 g(x) , 若 结论 不 成 立 , 则 至 少 存在 一 个 xn S pn Gn. did B | eG) ga) | 
二 0, 则 对 任意 xn +Np EA | g(x) 一 y(z) | 二 B, 这 与 lim [gGr) — 9G) ]—0 矛盾 .于 是 ,g(x) 寺 yg(z). 
证 毕 . 

[754] 证 明 : 单 调 有 界 函 数 的 一 切 不 连续 点 皆 为 第 一 类 不 连续 点 . 

证 不 妨 设 f(x) 为 单调 增 函 数 , 取 其 定义 域 A 中 的 任意 点 zo, 且 设 zo 不 是 A 的 左 端点 ,由 于 xn 
时 显然 有 S< fC). 由 关于 单调 函数 的 极限 定理 知 fG —0)— lim f< Sfl). up fO dE x 


点 不 连续 , 则 函数 在 该 点 只 可 能 有 突 跃 , 即 第 一 类 不 连续 点 . 
[755] 证 明 : 若 函数 f(x) 具有 下 列 性 质 :(1) 在 闭 区 间 La,5b] 上 有 定义 且 单 调 ;(2) 取 介 于 f(a) 和 f(b) 
之 间 所 有 的 数 作为 其 函数 值 , 则 此 函数 在 La,b] 上 连续 . 
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证 明 思 路 MAHER. ro € [a.b]. f Cr) 4E xo 不 连续 ,利用 754 题 的 结果 得 出 矛盾 . 

证 用 反 证 法 ,不 妨 设 单调 函数 f(z) 为 递增 的 且 在 ze 不 连续 (xo ELa,b1]), 由 754 题 知 ze 只 能 是 第 
一 类 不 连续 点 , 则 f(zo) 一 f(zo 一 0) 及 f(zo 十 0) 一 f(zo) 中 至 少 有 一 个 大 于 零 , 例 如 f Cx) — f xs — 00 20. 
于 是 ,由 函数 f(x) 的 单调 性 知 ,f(zx) 无 法 取 到 f(zo 一 0) 和 f(zo) 之 间 的 数值 . 

这 与 题 设 函 数 f(x) 的 性 质 (2) 矛 盾 , 从 而 ,f(zx) 在 La,b] 上 连续 . 

[756] 证 明 :函数 


I 2 rTa, 
f(z)= Z 4 
[UM r-—a 
在 任意 闭 区 间 [a,6j 上 取 介 于 f(a) 和 f(5) 之 间 的 一 切中 间 值 ,但 在 [a,5] 上 并 不 连续 . 
证 ”事实 上 ,只 要 a<b, W f(x) 在 [a,6] 上 取 [ 一 1,1j] 之 间 的 一 切 值 ,当然 更 取 f (a) —0 与 f (OD 
(| f(2) | 二 1) 之 间 的 一 切 值 .但 显然 有 f(zx) 在 x—a 处 不 连续 . 
【757】 证 明 : 若 函数 f(z) 在 区 间 (a,6) 内 连续 ,上 且 zz st ns 为 此 区 间 中 的 任意 值 , 则 在 它们 之 间 


可 找到 一 个 数值 使 得 (CO m Cf Gn fas) e fGs)]. 


证 E aca mamme. Hb BE UE r Ar, ar Sr 结论 显然 成 立 . 
由 于 f(x) 在 [x ,x,] 上 连续 ,于 是 ,f(x) 在 [x ,zx,] 上 取得 最 大 值 和 最 小 值 : 
m<f(r)<M, rELzi sz]. 


从 而 有 


n 
m<- 之 < 


由 连续 函数 的 性 质 ,总 存在 eE Ln ,zi], 使 O= 》) fa). 


[758] 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,6) 上 连续 , 且 = lim f(x) X L= lim f(x). 


r-*ac0 


证 明 : 对 于 任意 的 数 4, 此 处 IZASLL, WERA] x, 一 a 十 0 (n 二 1,2,…) ,使 得 lim f(z,) =A. 

证 当 4=!/ 或 4=L 时 结论 都 是 显然 的 . 因此 设 /天 去 工 . 

HREH {an} E (bn) sara t0, b, >at+0, H limfa) =L, lim fn) =L. FE, HEER N AE n 
>N if, EH flan) <À 及 fn). 

再 由 f(x) 的 连续 性 知 ,在 a, Kon, 之 间 存 在 x, AË fn) —A GU ND. 

这 样 选取 的 {x,) ,由 于 a, 一 a 十 0, 6b, 一 a 十 0, 故 x,—a4-0. JA T » lim fC) =À. 


$8. JE. 用 参数 形式 表示 的 函数 


1” 反 函数 的 存在 及 其 连续 性 ERAK y= f(z) 具有 下 列 性 质 : (1) 在 区 间 (a,5) 上 有 定义 并 连续 ; 
(2) 在 此 区 间 上 是 严格 单调 的 , 则 存在 单 值 的 反 函 数 x 二 了 CO ,此 函数 在 区 间 (A,B) 上 有 定义 并 连续 ,而 
且 是 严格 单调 的 ,其 中 

A= lim f(z) 和 B= lim f(x). 

连续 函数 y — f Ce) BAI e 4B Ic R R g — 1 38 E E BR A s PT EE OA EA E o KR E E y E 
f Gi G0) — y 的 任何 一 个 单 值 连续 函数 工 一 5Cy). 

2” 以 参数 形式 表示 的 函数 的 连续 性 ” 若 函 数 pg(z) 和 y(z) 在 区 间 (a,B) 上 有 定义 并 且 连 续 , 且 函数 CO 
在 此 区 间 上 是 严格 单调 的 , 则 方程 组 

z=), y=y(t) 
KE Cab) EIE y 定义 成 x 的 单 值 连续 函数 : 
y 一 放 Lp G2]. 


及 b= Inn gta. 


其 中 
á= ,lim olt) 
[759] 求 分 式 线性 函数 y= Cad — be70) 08 BLU EEPE NJE F IE RRCS CLA ROO IY 
解 由 > 一 经 让? 解 得 , 反 函 数 为 y= 5007. 或 写成 207^ wot s o juan i so 
5 十 一 22 二 0 
emu d gema" 


解 之 得 a 十 4 二 0, 此 即 所 求 的 条 件 . 
) ,此 时 > 一 z 十 &, 即 反 函 数 为 


[760] i > 王 z 十 Lz], 求 反 函数 x Cy). 
解 ” 若 当 & 志 x 二 k 十 1, 即 当 24 二 > 一 2 十 1 if, [r]=k (k=0, +1,2, 


证 明 :存在 唯一 的 连续 函数 y= y Go (7 eo c + co) Wf IE 7E 33075 2. y — esiny— x (Oe D 


n= yni 
[761] 
WE 由 640 题 知 数列 
yox. yizcx-esiny,  yszx-esiny, Yn =“ x--esiny,-i» 
的 极限 y(x) 为 开 普 勒 方程 y—esiny= x 的 唯一 的 根 . 现在 证 明 y= y Cx) EER. RITR SE EI 24 x 一 zx。 
时 ,y(Cz) 一 y(zo). 为 此 ,我 们 考虑 
| Yn GO — y, Cn) | = | (z 一 zo) 十 seLsiny 1(7x)— siny, 1(zx0)] | 
| x—z | el yi G2 — à Ga) | 


| z— ži | (10e e eH Ben ce ) 


pug ld 
- [2| EE s arta 


逐次 应 用 此 不 等 式 , 即 得 


|». GO — y, (x0) | < 


4 n=, EE | y) ylz) | — | r— zro | (Ce D. FÆ, PRA lim y(z) 一 y(Czo). 这 就 证 明了 
zz0 


个 实数 k ook 09) ,方程 cotz — kx 在 区 间 0 二 x 二 x 中 有 唯一 连续 的 根 


y(CZz) 的 连续 性 . 
[762] 证 明 : 对 于 每 一 

r-—z(k). 
证 $ f= TE, 显然 ,在 (0,x) 上 cotz 和 一 二 都 是 连续 的 严格 减 函数 ， 从 而 , f(z) 在 (0,x) 上 也 是 连 


lim f(x)=—o0 


续 的 严格 减 隐 数 ,并 且 ,很 明显 
lim f(z)=+%, lim. 
个 zE(0,r) ,使 FCz) 一 &, 即 cotx 二 kx. 男 外 ,由 于 f(x) 


个 实数 (一 co 二 k 二 十 吕 ) AE 
(OO ETE TIU EL J& — eo — b — + oo 


由 此 可 知 , 对 每 一 
一 在 (0,r) 上 是 连续 的 严格 减 函数 , 故 k= f Ce) O E RR c= 00 — f 


上 的 连续 的 严格 减 函数 . 此 c= x OR) B7; f£ cotz— Ra 的 根 
ce<&A<< 十 ce ,方程 cotz— kx 在 (0,r) 上 具有 唯一 的 根 =r), mH. rk) Æ 


综 上 所 述 ,可 知 :对 任何 一 
&( 一 co<A< 十 ce) 的 连续 的 严格 减 函数 ,证 毕 
[7631 非 单调 的 函数 y fl) 69 — c +o) 4878 36 (L8 Ic PRÉC 


. cotr 


Xs 


提示 可 以 .例如 ,西数 Com UU zd dh. 
X. r AG. 

以 . ， = [8] (一 ce ,十 ce) ,但 不 i ， 

解 可 以 .例如 ,函数 y 一 | “， ele CEU 上 为 单 值 的 ,但 不 是 单调 的 函数 


而 其 反 函 数 仍 为 此 函数 本 身 . 
[764] 在 什么 情形 下 ,函数 y-—fCGORUJIS BÉ z= 一 广 !(y) 是 同一 个 函数 ? 
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解 为 统一 坐标 起 见 ,我 们 把 y= f(x) 的 反 函 数 记 成 为 y 二 ?zz). 
按 题 设 应 有 f! GO m f GO BI = f Cf Go 3X Sb Ie BIOR B AR TE. 
[765] 证 明 : 不 连续 函数 y — AH’ )sgnz 的 反 郴 数 是 连续 函数 . 


证 易 见 sgny 一 sgnz 及 sgnir— » E 则 ysgny — C147 z^ sgn' x. FÉ. I ERE | y | 21 及 
3y 一 0 有 定义 : 
Vysgny—1, yzl, 
Z 一 1 一 V3ysgny 一 1 ， > 委 一 1， 
0， y-—0. 
易 见 上 述 函 数 在 其 定义 域内 连续 . 


[766] 证 明 : 若 函数 几 z) 在 闭 区 间 [a, 妇 上 有 定义 并 且 是 严格 单调 的 , 且 lim Cn) = fa) Casa, Kb), 
则 limz, =a. 
证 不 妨 设 函 数 f(x) 在 La,b] 上 严格 单调 下 降 . 如 果 结 论 不 成 立 , 则 在 (a,5) 内 总 存在 一 个 ai 及 数列 
全 和 的 一 个 于 到 全 ) f m ai. 
由 于 f(x) 严格 单调 下 降 , 故 有 
foa, )  fGai) — fla). 
TA s f Ca) — lim f Ge, ) 亿 fla), 得 出 矛盾 ,因此 ,有 limzx, =a. 


求 下 列 函 数 的 反 函 数 的 连续 单 值 分 支 : 
[767] y=. 


解 ” 反 函数 的 连续 单 值 分 枝 为 r— y (OxLyc 99) 及 r=—Vy (xL yo). 
[768] > 一 2z 一 并 . 


解 HF AREE pens 7—3 1 yTy. 


于 是 ,连续 单 值 分 枝 为 z=1 一 Vi=y 及 x=1+ Vi=y C^ oo y« D. 


[769 — — 
】 Y IF 
1 士 /1—y 0 
解 hF zr’ y—2rty=0, i cr y Hex : 
0, y=0 
又 由 于 
— Z4 2 2 FaA——- 
lim} y 一 lim 之 一 0， lim i 一 co， 
ge y ”oy(l+ V1— y) y*o y 
故 反 函 数 的 连续 单 值 分 枝 为 
fas Pg | EX 
gl mE (dew p pe S (9« | y | 15. 


[770] y=sinz. 

解 ”连续 单 值 分 枝 为 x— C7 D'arcsiny-£x (k=0, +1,2, y| D. 
[771] y=cosz. 

解 ”连续 单 值 分 枝 为 r=2krtarccosy (一 0, 士 1, 士 2,…)(|y| 委 1). 
[772] »-tanz. 

fO ”连续 单 值 分 枝 为 x—arctanydt- kx (£—0,3:1,32,:)(€— 09 y M o). 
[773] 证 明 : 连 续 函 数 y — 1-- sins 在 区 间 0 二 x<2x 内 的 值 域 是 闭 区 间 . 
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证 RASSE 2€ CO, 2m, —1<sinr<1 从 而 ,0<1 十 sinr<2. 而 由 于 y| _ 52 y 


4,70. 而 y= 


x p 
2 2 


L--sinz 是 | 于 ,经 | r trie kii oh A GE RUR z I Tones T nt, y Roo 到 2 之 间 的 一 切 数值 . 由 此 
可 知 当 0<z<2r 时 ,y 的 值 域 是 闭 区 间 [L0,2]. 


[774] 证 明 :等 式 arcsinz 十 arccosz— 7-. 


WE $ o—arcsinz , Jll 4$ sing— x, ATi, cos (-— 9) 一 sinp 一 工 . 


HA- «e d 0 入 下 一 P 入 ;而 在 [0, 站 内 有 唯一 的 数 , 它 的 余弦 等 于 zx, 因此 ,得 


T € 
2 pT arccosr, 


Bp arcsinz--arccosz — 5-. 

[775] 证 明 :等 式 arctanz 十 arctan LZ gnr (ZX 关 0). 

证 当 z>0 时 , 令 pg 二 arctanx, 则 得 tang 二 x, 且 0m. X cot( 5-— e) — tang x , lit 

x AL 
tan( 5 — j= 二 
Ds ud x 1 x BN 1 s 

INA] OY — ey ,而 在 (0.5) VH DUE HE— BC. ERE 4E T — BC — p arctan noB x20 

时 ,arctanz 十 arctan PN S 
r 2 
当 r0 时 , 令 o-arctanz , W44 tang— z, H.— 5-90. 又 


ER 


cot ( 2 9) 一 tanp 一 z， 即 tan( 一 于 一 p)= 二 ， 
1 


因为 一 至 < 一 至 一 p<0, 而 在 (一 于 ,0) 内 有 唯一 的 数 ,使 其 正切 等 于 二 , 故 一 于 一 p 一 arctan LL 


M r<0 时 ,arctanz 十 arctan l- = 


vja 


总 之 , 当 XxX 关 0 时 ,arctanz 十 arctan = S sgnz. 


【776】 证 明 反 正切 加 法 定理 : 


rd 
arctanZ 十 arctany 一 arctan 1 D tems 


式 中 e==e(x,y) 为 取 0, 1, 一 1 这 三 个 值 的 函数 . 
当 给 定 z 的 值 时 ,对 于 怎样 的 > 值 ,函数 s 可 能 不 连续 ? 在 Oxy 平面 上 作出 函数 e 连续 的 相应 区 域 ,并 
求 此 函数 在 所 得 区 域内 的 值 . 


证 由 于 一 也 <arctany<< 子 及 一 J <arctanr< -5 , 故 有 一 r<arctanz 十 arctany<<r. 


di My 的 符号 相反 , 则 一 于 <arctanz 十 arctany< -> 
车 x20 和 y>0, W] 0<arctanr+arctany< x. 


再 看 这 个 和 是 位 于 (0,5 ZE (2x). 条 件 0<arctanr + arctany <-> B arctanz<< 7. — arctany, È 


相当 于 atn ( -— arctany) = tan(arccot y) ees SUL BI ry-l. 
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因此 , 当 27-0, 2-0 2y <1 E EEEF (0,5 ) . FIRST E 4 270.0 271 BE ERE (x). 

仿 此 ,又 可 证 得 : 当 z<0,y<0,zy<1 时 ,此 和 位 于 (一 至 ,0)， 
当 z<0,y<0,zy>1 时 ,此 和 位 于 (一 rz, 一 玉 ). 

总 之 , 若 zy<<1, 则 此 和 位 于 (一 到 ,到 外 若 zx>>0,zy>1, 则 此 


MEF (in) ; 若 zx<0,zy>1, 则 此 和 位 于 (一 r, 一 至 ). 


其 次 ,我 们 考虑 此 和 的 正切 tanlarctanr+arctany) = 
现 令 u—arctanr-d-arctany, v= arctan ies , 则 得 tanu— tanv. 因为 


入 <v<-2， 故 当 z 4H. u= v; M umm tvt n 


u; — eu — S S u= — nv. 因此 ,我 们 证 得 1. 313 
rd y 
arctan D ry«l, 
E zty 
arctanx + arctany = zl arctan Iz x20,ry1, 


一 区 十 arctan ity . 40y 
ly 


当 c 固定 时 ,车 y e 不 连续 ,因为 此 时 (例如 设 zx>0) o8 y e=1, T yh eco. 
如 图 1.313 所 示 ,曲线 cy — 1 为 函数 s 一 se(z,y) 的 不 连续 域 . 
当 zy<1 时 ，e 一 0; 
当 r>0,zy>l 时 ,e==1; 
当 xr—0,.rylHBb.e-—-—1. 
[777] 证 明 反 正弦 加 法 定理 : 
arcsinzd-arcsiny— ( — D*aresinGz / 1— y +y Vi—zxi)+exr (|zx|<i, | y| <1), 
s 05 rys max +y <1, 
sgnr, xry>0 Ñ r’ +y >l. 
WE $ x= 一 arcsinz 十 arcsiny C| x | <1, | y| ED. BB f& 


sinu—zx /1—5 cy vl- zr. 
由 此 ,还 不 能 断定 
u-arcsin(xz Vl—y +y V 1—2? ). 

事实 上 ,wu 及 v= 二 arcsin(x 4/1— y! Hy V1 一 好 ) 可 以 位 在 不 同 的 区 间 内 ,其 中 始终 位 在 | — 0 | 内 ,而 
u 可 有 三 种 情形 : 

FEH = E 

E I : 2 «tux 2- 

若 zy 过 0, 则 不 是 0Kr<1 及 一 1 二 y<0 就 是 一 1] 委 z 委 0 及 0Ky<1, REM — RR DL AA 


OxCarcsinz« 7- 及 — $5 Xarcsiny«o (或 交换 ) 


因而 ,一 5 &arcsinz-arcsiny— uw. 
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d; z>>0,y>>0 时 ,显然 有 zx 之 0, 条 件 ux. Bp u— arcsinz- arcsiny«; 5- ,相当 于 


r T dams 
arcsinrK -5 — arcsiny- arccos y. 


由 于 正弦 在 第 一 象限 内 是 增 函 数 , 故 这 又 相当 于 


sinCarcsinz) XCsinCarccosy) , 
或 ry- y 即 去 十 光志 1. 
同 法 可 证 , 若 zx<0，y<0 时 , 必 w<0. 且 条 件 一 邓 w 相 当 于 x 十 yl. 


TRE T Cy ax. 


dE um BE x70, y>0. 条 件 


w 


2 


两 边 取 正弦 , 即 得 好 十 交 之 1 
TÉ TII vein 


在 这 种 情形 下 必 x0, y<0. 条件 


. . . T . 
-arcsinrd-arcsinyscm, 即 arcsinz 7» — arcsiny, 


—narcsinz-F arcsiny — 5, 即 5 arcsin( — 2) F aresin( — y), 
因此 , 即 x? +y >l. 


总 之 , 当 zy 生 0 Bk ry>0 E +y <1 Hf BE — ue iH r20,y20,25 0 y'1 Wr LS uns 


M or0,y«0,25 Ty! 1 Hf — neue — S. 


[H4 — 5 uc Blu vi T uem BE un v; 当 一 x 二 二 5 Hu zx— v. 因此 ,最 后 得 


arcsin(z /1— y! +y V1l—zx’), xysO 或 r +y <l, 
arcsinz+arcsiny=< g— arcsin(r /1— y! +y V1 一 好 )， zx20,y20,2z5-4- 3:1, 
—m-arcsin(z /1—53* ty /1—z*), zx«0,y«0,z* L, 


即 
arcsinr--arcsiny— ( — l)*aresin(z Vl—y +y V1 一 壹 ) 十 sr， 

Os Zy 委 0 或 r +y <1, 

其 中 e | ajet |f etn 
sgnr. y> hz --y-l. 

[7781 证 明 反 余弦 加 法 定理 : 

arccosz-F arccosy— (— D'*arecos(zy— /1— a? V1— y )+2er C|x| 1. | y| D. 
0, wy 

Xe | 
Es aye. 


证 由 基本 的 不 等 式 
Oxcarccosrxtx 及  Oxcarccosy&m, 
有 OxCarccosr-FarccosyXc2m. f; 0 委 arccosz 十 arccosy 委 rr, 则 arccosz Xm — arccos y. 
由 于 arccosz 及 x— arccosy 都 含 在 [0,xj] 内 ,而 在 此 区 间 内 余弦 是 减 函数 , 故 有 mz cos(x — arccosy) = 
— y, Bl xz 二 20， 
同 法 可 证 得 : 若 r<arccosz 十 arccosy 委 2r, 则 xc4- y «0. 


又 由 于 cosCarccoscd- arccosy) — xy— V 1—a?^ V 1— y! , 故 知 
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u-—arccosrd-arccosy 及  v—arccos(ry— /1—a? /1— y ) 
有 同一 的 余弦 . A v 始终 在 0 与 x 之 间 , 故 知 : 
di OsCuscm, l| u— v; i us 2m Dl] u— 2x— v. 因此 ,最 后 得 
usb LXXVI, — bum 
2x— arccosCry— VI 一 好 Vi—y) )ordty«co, 


arccosx- arccosy -| 


此 即 所 要 证 明 的 公式 . 
[779] 4ER% ER : 
(1) y=arcsinr— arcsin /1—2? ; (2) y 一 arcsin2z //1— x? — 2arcsinz. | 
解 (1) 利用 777 题 的 结果 得 知 :由 于 eHO Vr )? 二 1, 故 
y —arcsinz-- arcsin( — /1— a? ) 2 
—arcsin(z VISAS r) — V1— a? V1— r ) 
—arcsin(z | z| 一 1 十 z2 ). 


当 一 1 和 xz 和 有 0 Hy —-— M 0 二 x 过 1 B .y-arcsin(2z — 1). 
2 


可 以 证 明 arcsin(2z: 一 1) 一 2arcsinz 一 一 E ,; 故 有 


y= 
Zarcsinz— 5, 0ccrxl, 
如 图 1. 314 所 示 . 


(2) 由 于 
arcsin(2x /1—2?), 


2arcsinz 一 arcsinZz 十 arcsinZ 一 


rsgnZ 一 arcsin(2z Vl— z’ )， 
放 当 一 1<z< 一方 时 ,? 一 一 (x+4arcsinz)i 
M EIU M ym 01 ce 时 , y=n— 4arcsinz. 
如 图 1.315 所 示 . 
[780] 函数 y 二 yl(z) 由 下 面 的 方程 给 出 : 


x=arctanł, y=arccott (—oo«t«-oo), 


求 此 函数 . 此 函数 的 定义 域 是 什么 ? 图 1.315 
解 由 条 件 一 二 <z<-,0<y<r 且 tanr-—t, coty—t, B 18 


coty— tanz —cot( 5-2) , 


Mif 34 — RUE git 


[781] i r=chż, y=sht (一 ce 玫 帮 十 co). 在 参量 上 的 哪些 变化 域 中 可 以 把 变量 y E EE dE z 的 单 
值 函 数 ? SR. y 在 不 同 变化 域 上 的 表达 式 . 
解 ”由 于 r=cht, y=sht, i r — y =ch’t—sh’t=1. 


M sht 一 人 * >0 时 , 即 ee a e"—1 5k £0 Hf.y—Vax —1;3 0B .y—— zi -—1. 


不 论 :为 何 值 ,zx 宇 1, 故 Vx 一 1 有 意义 .t 一 0 是 函数 y= 二 y(z) 单 值 区 域 的 分 界 值 . 
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[782] 设 > 对 z BHÉSCE I fBx-—eGU.y—gGO sn] > 二 >y(Cz) 是 单 值 函数 的 充分 必要 条 
件 是 什么 ? 

E ”其 充分 必要 条 件 为 ,使 pg(?) 二 xz 的 一 切 t 值 ,函数 CO EE T8] — R3 FEL. 下 面 加 以 证 明 . 先 证 必要 性 . 
若 不 然 , 则 存在 x" 及 note ,使 

p=) =r HG). 

于 是 ,对 于 这 样 的 zx" ,一 方面 有 yi 二 y(t ) 及 yz 二 y(ts), 男 一 方面 又 有 Ay ,这 样 y 就 不 定义 为 x 的 单 值 
函数 . 因此 ,使 g(t) 二 zx 的 一 切 t 值 ,y(t?) 应 有 同一 的 值 . 

再 证 充分 性 . 设 所 述 条 件 满足 , 则 对 于 任 一 x^ € {g(t)}, 有 +" 使 

qQG'0o-x'. gQG'O-y 

有 意义 ,这 样 定义 的 函数 y — y Go) AS BS £7. 的 不 同 选取 而 不 同 , 因 此 , 它 由 x* 唯一 确定 . 从 而 ,y 定义 为 x 的 
FR eR C. 

[783] 在 怎样 的 条 件 下 ,两 个 方程 组 

r—g), YSJ) (a<t<6) 及 xz 一 YLXCr)]，y 一 儿 XCr] (a<r<p) 

定义 出 同一 的 函数 y= y G0? 

解 ” 当 o<r<8 时 ,函数 x(7) 的 值 域 应 为 区 间 (a,6). 

[784] iX or) F pr) HEKE Ca, b) WA ENLI HE, H. 

A= inf eC, B= supo. 

在 何 种 情况 下 ,存在 单 值 函数 FG , 它 在 区 间 (A,B) 上 有 定义 ,并 且 当 a<z<8 时 ,y%z) 一 ALoCz)]? 

解 显然, 要 求 对 于 使 p) =u 的 一 切 z (OR P u 为 区 间 (A,B) 中 的 任 一 给 定 的 数 ) ,函数 y(z) 应 取 
同一 的 值 . 满足 了 这 个 条 件 就 可 以 了 .这 时 ,对 xE(A,B) 可 定义 

fu) =y), 

其 中 z 为 满足 p(z) 王 x(a<z<b) 的 任何 数 . 上 述 条 件 保 证 了 这 样 定 义 的 F(x) 是 单 值 的 . 


89. 函数 的 一 致 连续 性 

1” 一 致 连续 性 的 定义 HAR f(x) 定义 在 集合 X — (0) ECX 是 开 区 间 、 闭 区 间 , 等 等 ) , 若 对 于 每 一 

个 s>0 都 存在 6 一 8(e) 过 0, 使 得 对 于 任何 数值 x ,x EX, 由 不 等 式 
|z'—z" | 去 
可 得 不 等 式 
| fi 2— fei) | «e, 

则 称 函 数 f(x) 在 X 上 为 一 致 连续 的 . 

2” 康 托 尔 定理 ”在 有 限 的 闭 区 间 [La,5] 上 有 定义 的 连续 函数 f(z) 在 此 区 间 上 一 致 连续 . 

[785] 某 工厂 的 车 间 制 造 正 方形 平板 ,其 边 长 x 在 lcm 到 10cm 之 间 取 值 . 当 边 长 的 允许 误差 6 为 何 
值 时 ,不 论 制 造 多 大 的 平板 ( 边 长 在 上 述 范围 内 ) ,其 面积 y 与 设计 值 之 差 缘 小 于 s? 考虑 下 列 情 形 : 

(1)e 一 lcm2; (2)e=0.0lcm’; (3)e=0. 0001cm*. 

解 y= hF 


|z — ar"? | | à^— a | | x a" | «20 | i! — a" ; 


于 是 ,对 于 任 给 的 0,3 | a7 —37 | Xe RE, RE | i — a^ | zc BUT. 
于 是 ,在 加 工 平板 边 长 时 ,只 要 取 人 允许 误差 8x5 | z^ — x” | <8 时 , 即 可 满足 要 求 . 
(1) 34 e— 1em* 时 ,8< 训 一 0 05cm—0. 5mm; 


(2) 34 e—0. 01cm? maco, 0005cm=0. 005mm; 
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0. 0001 
20 


[7861 圆柱 形 套 简 的 宽 为 s, 长 为 9, 将 套 简 套 在 曲线 yx 上 并 使 它 沿 此 曲线 滑动 ,但 套 简 的 轴 须 
保持 平行 于 Ox 轴 .6 应 取 何 值 , 才 可 以 使 此 简 顺 利 地 经 过 此 曲线 上 由 不 等 式 一 10 过 x 过 10 所 限定 的 部 分 ? 
考虑 下 列 情 形 :(1)e= 二 1; (2)e=0.1; (3)e=0. 001; (4)e 为 任意 小 数 . 


解 y 一 VZz. 对 于 y y.BmT 


(3) 当 c£—0. 0001em? 时 ,6 过 


—0. 000005cm-— 0. 00005mm. 


d wd 


E T3. I: 
ys tr 


g / | 


Wy n3 S VE H3 
; y Y « l» y^ | 
i0743)T19-J4* 4 | y—y |? 


|» 


即 
[yy 8e | 六 一 |=| 或 [s ^| eT T. 
3 
对 于 任 给 的 €20,& | y — y" | Ce RE 4| xa" | eh xx | ia^ | I BIST. 
3 
取 o-co-c5- JS | a^ a | a i UR | Vz 一 YY | <e. 


(1) 3 :=1 hf, à 


(2) 3 e—0.1Hf, 8«2.5X10 *; 
(3) 34 e=0. 001 时, 82. 5X 1075 ; 


(4) 当 *e 为 任意 小 数 时 ， ct. <1). 


[787] 以 《he 一 86) 的 语言 用 肯定 的 方式 表达 下 述 论断 意义 :函数 fjCz) 在 某 集合 ( 开 区 间 , 闭 区 间 ,等 等 ) 
上 连续 ,但 在 此 集合 上 并 不 一 致 连续 . 
解 ” 设 集合 为 E. 所 需 论断 的 《he 一 0》 说明 如 下 :对 于 任 给 的 e 二 0, 及 zxoEE, 总 存在 一 个 数 8 Ce sx) 770, 
使 当 | zx 一 xz。 | 二 6(e,zo) 时 , 恒 有 
| f(z)— f(z0) | «e. 
同时 ,至 少 存在 一 个 eo >00, AE FERA E 0790 ERI HI zi ,zz EE, 满 足 | ar | <6, 但 是 
| f n2— fGa) | Ze. 


[788] 证 明 : 函 数 /(z) 一 二 在 区 间 (0,1) 上 是 连续 的 ,但 在 此 区 间 上 并 非 一 致 连续 的 . 


证 明 思路 ”连续 性 是 显然 的 . 考虑 (0,1) 上 的 两 串 点 z-l, z, =H 当 0 过 es 二 1 时 ,不 论 S>0 


如 何 选 取 , 只 要 nn 充分 大 ,总 可 以 使 | zx, 一 x | 过 6, 但 是 , | fC) — fxh) | 一 1>eo. 
证 ”连续 性 是 显然 的 , 现 证 其 不 一 致 连续 .考虑 (0,1) 上 的 两 串 点 
1 ; 1 


H7 2 


n "nml 
则 当 0-—e; —1 时 ,不 论 0270 取得 多 小 ,只 要 n 取得 充分 大 ,总 可 以 使 


/ 


ED. 
Iz — ET mF D À 


但 是 ， 
| f — fz) | 2126. 


因而 ,jz) 一 二 在 (0,1) 上 并 非 一 致 连续 . 


[789] 证 明 : 函 数 f C) = sin 二 在 区 间 (0,1) 上 是 连续 的 并 且 有 界 ,但 在 此 区 间 上 并 非 一 致 连续 的 . 
证 当 x 取 0 时 ,由 基本 初等 函数 在 其 定义 域 的 连续 性 可 知 ,f(zx) 是 连续 的 ,同时 ,由 于 | f(x) | 三 1, 因 
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而 它 也 是 有 界 的 . 


现 考虑 (0,1) 上 的 两 串 点 n= La 7 MP 0e 1 时 ,不 论 8>0 取 得 多 小 ,只 要 充分 大 ,总 
可 以 使 


[a-a l= 
但 是 
| f(x) — f(r) |=1>e. 
因而 , f(z) 在 (0,1) 上 并 非 一 致 连续 . 
[790] 证 明 :函数 GO — sina? 在 无 穷 区间 一 -<z<< 十 = 上 是 连续 的 并 且 有 界 ,但 在 此 区 间 上 并 非 
一 致 连续 的 ， 


证 明 思 路 ”函数 fF(z) 在 (一 co ,十 cc) 上 显然 有 界 且 连续 . 只 需 证 其 不 一 致 连续 性 .为 此 ,考虑 (一 ce， 


十 co) 上 的 两 串 点 
— [nx t [t Dn 
n=] Z’? Es ME. 
下 面 仿 788 题 . 


证 ”函数 f(x) 的 连续 性 及 其 有 界 性 是 显然 的 . 现 证 其 不 一 致 连续 性 . 
考虑 (一 oo, 十 co) 上 的 两 串 点 


_ [nx ;_ [Or Dx 
Ta 7 D 9 Dy T -gy 
则 当 0 过 eo 过 1 时 ,不 论 970 如 何 选取 ,只 要 nn 充分 大 ,总 可 以 使 


T 


/ 干 1 < 
nn n 
了 十 gos 


| fan) — fG?) | 2126. 

因而 , F(z) 在 (一 co ,十 co) 上 并 非 一 致 连续 . 

[791] 证 明 : 若 函数 7Cz) 在 区 域 aca Foo E SE JOE ELE AR ARA lim f(x) 存 在 , 则 fix) 
在 此 区 域 上 是 一 致 连续 的 . 

证 [f eO. 由 于 lim f(x) 存 在 , 故 必 存 在 Xa. fiM x X. a^ X BE SER 

| f(x = fCz^) | «e. 
由 于 f(z) 在 [a,X 十 1] 上 连续 , 故 一 致 连续 ,从 而 , 必 有 正 数 6 存在 ,使 当 x € [a X+], a^ € [a X1], 
x 一 | 二 6 时 , 恒 有 


| £a =z, | 一 


但 是 ， 


| F) fl) | <e. 
4 à— min {0,1}. 现 设 r d JN B asr <H, aK <o, |r| <8 的 任何 两 点 . 由 于 
x'—a| <ò Bk c 55 x^ REA La XH] RENE n >X, >X, BR IG EA 
FEISIN Ke 
故 fC) E aKr< +o E— Sut 5. EE. 
[792] 证 明 : 无 界 函数 f(x) 二 zx 十 sinzr F&A o<r< +o E— RE k. 
提示 |SK |2| r| (x ER). 
证 |f fL) |= | G'—2x5 + Ginz' — sinz”) | S | x'a” |+ | sinz’ — sinz” | <2 | x'— z” |. 


对 于 任 给 的 60, d, M 24 —oo-z'«-4-oo, ~<" <+, |x'—2z"| <8 t, EA 


[f(z — fG | «e; 
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故 fF(z) 在 一 co<z< 十 cc 上 一 致 连续 . 

[793] 函数 fGo-—a 在 下 列 区 间 中 是 否 为 一 致 连续 的 :(1)( 一 2,2) ,这 里 ?为 任意 大 的 正 数 ;(2) 在 区 
间 ( 一 co ,十 co) 上 ? 

解 题 思路 (D | f(x0— fixo | x21|z^—a" | (rx ,x € C7 0D). 


(2) 考虑 z, =n++, x =n. F R4 788 题 . 


解 (1) 当 zi ,zz E( 一 1, 人 ) 时 ， 
(Fea) fin | &21| :i 2 |. 


对 于 任 给 的 60, à— 3; JU 4 | xi —2 | <8, H. xı sz: € (~L, DF EA | fC) — f Ge | «eB f(x) 在 
(2) Je, 二 1, 不 论 827 0 REE RE n KAK RETA nm n Ld — n 的 距离 


lgi =+ <3 fi, 


|f fGab | =2+ (+) >o. 
可 见 fE o, o) E3E— SER. 
研究 下 列 函 数 在 给 定 区 域 上 的 一 致 连续 性 : 


[794] f(z)= 


x 
4 一 2 


《一 1 


Tı X2 


解 |f) flae) | | 


|zı— z: |. 


= 4+ xix; 
(4—ai1)(4— 2$) 


HT nu [< rod nn Mot TIE I c0 B = e MAWE [sas | <8 n 
xi)(4 xi) 3*3 9 


(2i 2s 属于 [一 1,1]) 值 , 均 有 
| fi) — f Ga) | <e. 
因此 ,f(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 一 致 连续 . 
[795] f(x)=lnzx (0-—r-—D. 


ET PRENNE <e <ln? tR o MTER, RE n TESI: 


| za — zi | = 元 < 一， 
但 是 ， 
| Fern) — f(x) | ^1n22»&. 
因此 ,f(z) 在 区 间 (0,1) 内 非 一 致 连续 . 


sinx 


[796] f(zx)= m (0 rm. 


解 由 于 limsaz 一 1 ,我 们 定义 函数 
l, r-—0, 


sinx 


F(x)—4 = ORNs 
x 


0, r-—m. 


易 见 F(x) 在 [0,x] 上 连续 ,由 康 托 尔 定理 知 ,F(z) 在 [0,x] 上 一 致 连续 . 从 而 ,jz) 也 在 (0,r) 上 一 致 连续 . 


[797] f) — e cos — (0r. 
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解 "312 2 z, .zx' 均 属于 (0,1). 不 论 5>0 取得 多 么 
(2nt 1)x nn 


小 ,只 要 nn 充分 大 ,总 有 


"FIM 1 
[za =a | (2n+1)nr 


<ò, 
但 是 ， 


| fi) — f(x) | 9681-8. 
因此 , f Cr) = e cos 二 在 (0,1) 上 非 一 致 连续 . 


[798] f(x)=arctanr (一 cc2<z 必 十 co). 
S ”由 于 jz) 在 区 间 ( 一 co,1].[L0, 十 cc) 上 连续 , 且 有 


EE. ; EN: 
lim arctanr— —, lim arctanr— ——, 
Eun 2 poco 2 


由 791 题 知 FCz) 在 [0, 十 ceo) 及 (一 ce,1] 上 均一 致 连续 . 
于 是 ,对 于 任 给 的 e>0, 存 在 9 (e)>0, 当 zzE( 一 cc,1]，| n —2 | «à Ce) 时, 恒 有 
| fé — flx) | «e 
成 立 . 
又 存在 2 (220,24 mi 0 € [0 +20), | ri — z: | s CO BE RC. | fon) — f Gn) | <e 成立. 
今 取 ele) — min (1,0; C ,02 CO ) , 则 当 zi sx: € (— 09,2799), |i — a | 天 SCe) 时 ,zi 与 zz 必 或 同时 
属于 (一 c2,1], 或 同时 属于 [0, 十 ce) , 故 恒 有 
| fet) — flita) | «e 
Hl F(z) 在 (一 co, 十 co) 上 一 致 连续 . 
[799] f(x)=Vr (Qxzr-—coo). 
解 ”考虑 [1, 十 co) 内 任意 两 点 zi ,zz. 


xi T2 Tı X2 | 


L| .an-zs | 一 | 
|Van |= VESE xi < 2 
于 是 ,对 于 任 给 的 e>0, i 8= 2e, M 4 | ri — x; | <8, xi x; € [1, 9-092 BE EE 
[Va m e t 2eme. 


因此 ,f(x)= 二 Vz 在 区 间 [1, 十 2) 上 一 致 连 续 . 
[800] f(x)=zsinr (0 委 z 玫 十 ce). 


解 ” 考虑 点 Zz, 一 2nn 十 二 ， x, —2nz Jil] | x, —;, | -l. 而 


| fira) — fich) |= (2nx-- - )sin 二 一 2nxsin 二 十 二 sin L, 


HF 


1 1 1 SA 
lim—sin —-—0, 及 lim2nmsin 一 一 lim 2x * At) 一 2r， 
n n seco n 


n= mi co 


所 以 , fGo—fG;|-—2x (n>). 
现 取 so 一 2x 一 1, 于 是 ,不 论 070 取得 多 么 小 ,只 要 n 充分 大 ,总 有 | ,一 x | <8, FE 
| f G0 — f(x) | 之 eo 一 2r 一 1. 
I Jt. £x) = xsinz 在 区 间 [0, 十 cc) 上 非 一 致 连续 . 


[801] 证 明 :函数 fodi 在 每 个 区 间 太一 (一 1<z<0) 及 J ,一 (0 二 x 二 1) 上 是 一 致 连续 的 ， 
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但 在 它们 的 和 帮 十 几 = {0< | x | <1} E3EXE— SGEA IM. 
证 4&dhecrtaeok fG)- — 885 ,在 Jioc f(z) 一 sz ,它们 的 一 致 连续 性 由 


796 题 可 知 . 
由 于 


sinr _ 


OC e iness =i 
rr*+0 T x-—0 


r0 x—0 X 
故 必 存在 077 0 Gp D AE <r <q — pan 0 BEHEUR | f(x) 一 f(zs) | 71. JUR e — 1 RE 070 取 
得 多 么 小 ,都 可 取 两 点 zi PE 02^, mins, 2.) , — mins È} <z’, «0. 于 是 ,| z — x |<, 
但 是 ， 
| FG — flat) | 26 —1. 
由 此 可 知 f(x) 在 帮 1 十 J;= 二 {0 二 |z| 二 1} 上 非 一 臻 连续. 
[802] 对 于 e>0, 求 使 下 列 函 数 f(z) 在 所 给 区 间 上 满足 一 致 连 续 条 件 的 6 二 6(e) (任意 的 1): 


(D f(x)—5x—3 (—oo«r«-To9); (2) f(x) —xi—2x—1 (—2xixx:5); 
(3) f(z) 一 十 (0. 1&x« D; UD füadesE trend es), 
vu 
rsin— , rzÉ0, 
(5) f(x)—2sinr—cosr (—oo«r«-4o9); (6) ro- T OKT). 
0, z=0 


S D | f(zi) 一 f(zs) | 一 5|z 一 zs |. RER =E T. 


(2) | flzi)— flr) | = | zı >x: | © | zı +z: —2|. BF —2xixx5., $t | zi —2| x8, FÆRRI 


ò=- Bf. 
(3) | fGi— flar) | -lazalglazzl, 只 需 取 8 一 0. 01e. 
(4) 对 于 a20, 0220, REACH IR AES Va 十 5 入 Va 十 Vb 成 立 . 
对 于 任 给 的 620. Bt 66^ UP | — 2x; | 9s x ELO, Hoo), 
Vai < V/ zy F8 zy HÒ — Vr +e. 
同 理 可 有 


Vr < M xi FÒK Vai 8 — Vr +e. 
则 恒 有 | Vii 一 ce. 


G) | f(x)— flr) | <2 | sinzi —sinz; | + | coszi — cosz: | 


x2|zn—x | T (Z-a )- (2-2) | 一 3 | zi 一 zz 


只 需 取 s 


CEH 60,34 2,2, € EMUE 


Arik er zc id r i.d 
| fir — fin) | = | sin Dassin +| — | zisin z sin z "sin zg rsin 
EE sin os TE tin z| 。 snt |<] |- Ł-4|+ jaz] 
Tı T2 T2 Tı T2 


-(l4i). |z z | «338 |, zl. 


2 
m 8— min -. S—- ). 现 设 rı sx: E [O0 nr] WE x; — z2 | <8, FEBA | fC) — flr) | «e. 


不 妨 设 nn En I UM nons 均 属于 | sn | , 故 由 上 述 , 知 


| fix) f) | 338. Vas un [nt 


d Oca JI zn «oc, TR. 
| fix — flr) | = |zisin Z- zesin +| < | a |+ |z [x E. QU n0HD, 


| fé — fin) | = jo- 2s t |< z 1 3E Q zi 一 0 时 )， 


综 上 所 述 , 只 要 Tı rz; €[0, x]: Ei zz | <8 RA | fn — flx) | <e. 
[803] 将 闭 区 间 [1,10j 等 分 为 多 少 段 ,就 足以 让 函数 aSr 在 每 一 段 上 的 振幅 小 于 0. 0001? 


解 设 等 分 为 " 段 , 则 对 于 每 段 中 的 任意 两 点 均 有 | zx 一 zz | 过 二 . FE, 


104-10)9 180 
|xi—zi||n-zl | : ) rU 


按 题 设 ,我 们 只 jq 150, 0001 ,也 即 7» 1800000. 


此 ,应 把 [1,10j 等 分 成 至 少 为 1800000 个 等 长 的 线段 ,就 能 满足 要 求 . 
[804] 证 明 : 有 限 个 在 区 间 (a,b6) 上 一 致 连续 函数 的 和 与 它们 的 乘积 在 此 区 间 上 仍 是 一 致 连续 的 . 
证 ”由 于 有 限 个 函数 相 加 或 相 乘 可 逐次 分 解 成 两 个 函数 相 加 或 相 乘 ,故我 们 只 需 考 虑 两 个 函数 的 情 
况 . 
设 f(x) 与 gCz) 都 在 有 限 区 间 (a,o) 上 一 致 连续 ,要 证 FCz) 十 g(Cz) 与 FFCz)gCz) 也 在 (a,o) 上 一 致 连续 . 
任 给 6270. 由 于 f(x) XE Ca b) E — S 3E £k BUR. à 290 存在 ,使 对 于 (a,6b) 中 任何 两 点 x 与 zx”, 只 要 


|r | <e RA | f(x) 一 f(z) SS 又 由 于 g(z) 在 (a,p) 上 一 致 连续 , 故 又 有 8 20 存在 ,使 对 于 


(a,b) 中 任何 两 点 xz 5 a”, RE |r a | <d, 
ZX — x | «8G ,x 为 (a,b) 中 任何 两 点 ) 时 , 恒 有 
CD Y] RAC On go] hil gal) | 67-5 


BE f(x) 十 g(xz) 在 (a,6) 上 一 致 连续 .下 证 f(z)g(zx) 在 (a,b) 上 一 致 连续 .为 此 先 证 一 个 结论 :车 函数 
F(x) 在 有 限 区 间 (a,b) 上 一 致 连续 , 则 F(x) 在 (a,6) 上 必 有 界 .事实 上 ,对 于 任意 给 定 的 e 二 0, 都 有 6 二 0 存 
在 ,使 对 于 (a,6b) 中 任何 两 点 x a^, LE | i — a^ | 0 RA | FF”) | <e. 特别 , 当 a<r Kats, 
aa" <a te WE VA | FG) — FG) | ei 5— 8x <b, b—8< <b 时 ,也 必 有 | F(x) — F(a") | <e. 
因此 ,根据 柯 西 收敛 准则 , 知 F(e 十 0) 一 lim FC) 5j FC5—0) lim F(z) 都 存在 (有 限 ). 现在 La,5] 上 定义 


BEEF xr) 1 
Fx, a«xrx«b, 
F” o- [ren r-—a, 


F(b—0), z=b. 
BRF (xz) 在 闭 区 间 [La,5] 上 连续 ,从 而 有 界 , 由 此 可 知 F(zx) 在 (a,b) 上 有 界 . 
根据 刚才 已 证 的 结论 ,存在 常数 工 >0 与 M>0, 使 
| £fGO| €L. |g(Cz)| 委 M C(acz«D. 
任 给 670,48 38. f(z) 与 g(x) 在 (a,b) 上 的 一 致 连续 性 ,可 取 50, 使 对 于 (a,5) 中 任何 两 点 x 5 x ,只 要 
| x —a" | 二 6, 就 有 


A 8 — min {6,6;}, 则 当 


| fc) — fG^) | <N? |g) g Gc» | ST 
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由 此 可 知 


| fD gi — fagi | = [CA fG»1g GO fGPDLDg GO) — g G^ ] | S eME- L=e. 


2L 

故 得 知 FCz)g(Cz) 在 (a,p) 上 一 致 连续 . 

$: 当 (a,6b) 是 无 穷 区 间 时 ,(a,b) 上 一 致 连续 函数 fx) 5 g(Cz) 的 和 j(z) 十 gECz) 必 也 一 致 连续 ,但 乘 
fa fGo g GO — X. — Ski He. dil do iE (a0) — (7 0o, E 09) ,函数 F(z) 一 工 在 (一 co, 十 ceo) 上 一 致 连续 ,而 
AAL) PSr 在 (一 co ,十 cc) 上 非 一 致 连续 (参看 793 38 (25). 

[805] 证 明 : 若 单调 有 界 的 函数 f(x) 在 有 限 或 无 穷 的 区 间 (a,5) 上 是 连续 的 , 则 此 函数 在 区 间 (a,5) 
上 是 一 致 连续 的 . 

证 分 三 种 情形 予以 证 明 . 

(1) 设 (a,b) 是 有 限 区 间 . 由 于 f(x) 在 (a,b) 上 单调 有 界 , 故 极限 f(at+0) 二 lim A) 与 f(5—0) — lim fC) 
都 存在 (有 限 ). 按 下 式 定义 La.5] 上 的 函数 f* GO: 


f x», ac«xcx«b. 
f” onn, r-—a; 
f(b—0), z=b. 
显然 f^ (zx) 在 [a,b] 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ,当然 在 (a,b) 上 也 一 致 连续 , 故 fGo TEC D E — Sf. 
(2)a 为 有 限 数 ,0 一 十 ce ,此 时 , 令 
fo. a«r«-o, 
flato), z=a. 
JU f" (z) 在 a<z< 十 2 上 连续 , 且 lim f" = lim f(x) 存在 (有 限 ), 故 根据 791 题 的 结果 知 f^ (zx) 在 
axr« + oo— 8 € & , Ji. f 21k ac oo— SER. 
36 a-— —oo,b HARE. AE E PRÉC eG) — f C a) C bá co) . BI LI ZI UE HH T 15 Zi tg e Js RE 
数 右 端 点 是 十 cc 的 情形 . 
(3)a— —oo, b— -- co. 任 给 e770. 利用 (2) 已 证 的 结果 , SfE 0<z 和 < 十 cc 上 一 致 连续 , 故 存 在 00, 
使 当 z 与 z 都 属于 (0, 十 ce) 且 |z 一 尼 |<9 时 , 恒 有 
| fix — F) | <e. 
同样 利用 (2) 已 证 的 结果 ,f(zx) 在 一 2 二 x 二 1 上 一 致 连续 , 故 对 于 同一 个 s, 存 在 0270 AE 2 55 zUHNUR T 
(一 ceo,1) 且 | x/— a" | à; 时 , 恒 有 


rc 


| f — fG | «e. 
现 令 8— min (1,01 ,0 ) , Jl 4 —eox' «Feo, —oco«a" Foo, | x'—a" | «8 box 与 x 必 或 是 同属 于 区 
间 (0, 十 cc) ,或 是 同属 于 区 间 ( 一 c2 ,1). 因 此 , 恒 有 
| fx) fXG^ | <e. 
由 此 可 知 ,F(z) 在 (一 co, 十 cc) 上 一 致 连续 .证 毕 . 
[806] 证 明 : 在 有 限 区 间 (a,5) 上 有 定义 而 且 是 连续 的 函数 f(x) ,可 用 连续 的 方法 延 拓 到 闭 区 间 [a,6] 
上 ,其 充分 必要 条 件 是 函数 f(x) 在 区 间 (a,b) 上 是 一 致 连续 的 . 
证 必要 性 :车 f(x) 可 用 连续 的 方法 延 拓 到 闭 区 间 [a,5] 上 , 则 f(x) 在 La,b5] 上 连续 ,从 而 f(z) 在 
[a,6b5] 上 一 致 连续 ,当然 f(x) 在 (a,b) 上 也 是 一 致 连续 的 . 
充分 性 : 若 f(x) 在 (a,5) 上 一 臻 连续. 根据 804 题 的 证 明 过 程 , 知 f(a+0) 二 lim f(x) 与 1 一 风 一 
lim f(z) 都 存在 (有 限 ). 按 下 式 定义 [a,b] 上 的 函数 : 


fo, a<r<b, 
P d dieto ， r-—a, 


f(b—0), x-—b. 
显然 , 广 (zx) 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,6) 上 f^ GO fCGD. 
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故 f' (zx) 是 在 [a,5] 上 的 连续 延 拓 . EE. 
[807] 函数 
v (3) —sup | f Gi) — f Gi) | 
GRP an 和 zz 为 (a.5) 中 受 条 件 | zi 一 zs | 三 6 限制 的 任意 两 点 ) 称 为 函数 f(z) 在 区 间 (a,6) 上 的 连续 模 . 

WE UI :函数 f(x) 在 区 间 (4a,5) 上 是 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 lim wy (0) — 0. 

证 ”必要 性 : 设 f(x) 在 (a,5) 上 一 致 连续 . 任 给 670. TE YE 0/70, fi Ca D) PLE TREE sr RE 
| xi — z: | <E RA | fon — f Gn) | eene, 现 设 0-8 , p? | — s | <8 BEER | fon Ca) | resa 
从 而 ， 

v; C) — sup | fi) — f) | <5 <e. 
由 此 可 知 , lim wy (8) =0. 

充分 性 : 设 lim wy (8) —0. 任 给 e>>0 ,存在 0/70, fii 24 0<8<0 I] EA o, CÓ — e. 

现 设 zi 与 zz Æla b) PRE |n — s | 过 6 的 任何 两 点 . 

若 r=, MER | fC) flar) | 50e 

Ë mAr, | xı — z: | =8* , 则 0 天 0 <8 ,于 是 , | flr) — flr) |se,;G*" ) «e. 

Hub nI AU. fE Cab) EME. EHE. 

[808] iż 

(OD f(z)=xz’ (0 委 z 委 1); 

(2) f(x) 9x 〈0 委 zx 委 ao) 及 (ao<z<< 十 co); 

(3) f(x) sinxrdccosr 〈0 委 z 委 2r). 

对 函数 FCz) 的 连续 模 wr COD (参阅 前 题 ) 作 如 下 形式 的 估计 :wj(6) 三 C5 , 式 中 C 和 a 为 常数 . 

解 (D |zi 一 |=|zi 一 zz | | xb nx ài | <38, T Ev, CO) x30. 

(2) 当 0 之 x<a 时 [参看 802 题 (4) 的 证 明 过 程 ] 

| m — vam |vIm-alsw. 
于 是 ,wr CO SW i24 acr d oot 


| va- Vm mE. 


Vna 4a 
ó 
于 是 ,wr (x ——. 
AE swf Sda 
(3) fæ) —Zsin(x-- 4) , 故 
ntet mu 
VZsin( aid 一 VZsin( (二 十 —J2 。2 | cos sin 27 
2 2 


NON sia Halep 
于 是 ,wj (6)<V26. 


$10. 函数 方程 
[809] 证 明 : 对 于 所 有 实数 和 y 都 满足 方程 


fGy) -—fG)o-t fp c) 
的 唯一 的 连续 函数 f(z) C7 eo x d- 090 J& E TF VERI 
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f »-—az, 
式 中 4 二 (1) 是 任意 的 常数 . 
UE 先 证 : 若 f(z) 满 足 (1), 则 对 任何 有 理 数 c, 必 有 
flcex)=cf(x) (一 co 二 zz 性 十 co). 
事实 上 , 当 m 与 n 为 正 整 数 时 ,有 
finz)— fired GQn—1)2) — f(z)+ fCón—102) 9 fGn t fé d f(n—2)x) —*- 
=f) t flr) t d fG)-mfGo; 


fco f(n- £)-»r(£E). &r(E)-Lro. 
TR. 


f( Bz )=mf( z )- T fGO. 


又 在 (1) 中 令 y—0,18 fG) — fGO ^ fC€0) ik f(00 —0; X fECDO P y= 二 一 x, 并 注意 到 已 证 的 结果 £00) —0, 
得 f(—0--—fG). TR. 


ed tA 
故 对 任何 有 理 数 c, 有 f(cz) 二 cf(z)( 一 2 之 x 过 十 0). 下面, 我们 利用 f(x) 的 连续 性 证 明 对 任何 无 理 数 c, 
此 式 也 成 立 .事实 上 , 设 c 为 无 理 数 . 取 一 串 有 理 数 c, ,使 6, 一 cl(n 一 oo). 于 是 ， 
f(ez)-—c, f(x) (n=1,2,°), 
在 此 式 两 端 令 n 一 吕 取 极限 ,并 注意 到 函数 了 在 点 cz 连续 , 即 得 fr) — cf G0. FE ETE TI SC x fc, 
有 f(cz) 二 cf(zx). 由 此 可 知 , 对 任何 实数 zx, 有 
f(x)=f(z* 1)=zf(1)=az, 
Hp a= fA). WEE. 
[810] 证 明 :满足 方程 (1) 的 单调 函数 f(x) 是 线性 齐 次 的 . 
证 由 809 题 的 证 明 过 程 , 知 : 对 任何 有 理 数 c, 有 
flcr)=cf(z) (—ooxr«oo). 
下 面 , 我 们 利用 f(x) 的 单调 性 证 明 此 式 对 任何 无 理 数 c 也 成 立 . 为 确定 起 见 , 设 f(x) 是 单调 递增 的 , 设 c 是 
无 理 数 ,要 证 f(x) —cf(Gx) C— 09 — roe). 只 就 r> 讨论 之 (rz 三 0 时 可 类 似 讨 论 ). p E A 3X 
(6) 5 (Ce; } 使 : 
c1 6 c X MR M6 o cc, 
并 且 cnoc, chc (n>). HF x0, 
Cc xo rM orcum rireiz, 
并 且 cr 一 cr, cir—cx (n>). BA, RIE 
(cz) 一 cz， (cz) 一 cz (一 1,2，…). 
由 于 f(z) 是 单调 递增 的 , 故 在 点 cz 的 左右 极限 均 存 在 有 限 ,并 且 满 足 
fKGcx—0)x fCGca) KC fCexd-0). 
在 前 面 两 个 等 式 中 令 n— 09 SURE L3 
(cz 一 0) 一 czZ， (cz 十 0) 一 cz。 
由 此 可 知 fIax) mex. 
以 下 证 明 同 809 题 ,不 再 重复 . 
[811] 证 明 :满足 方程 (1) 且 在 任意 小 区 间 ( 一 se,e) 上 为 有 界 的 函数 f(x) ,是 线性 齐 次 函数 ， 
证 由 809 题 的 证 明 过 程 , 知 :对 任何 有 理 数 c, 有 
flerx)=ef(z) (—oo«xr«-oo). 
下 面 ,我 们 利用 f(z) 在 (一 e,e) 中 的 有 界 性 来 证 明 对 于 任何 无 理 数 c, 此 式 也 成 立 .用 反 证 法 ,假定 对 于 某 无 
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理 数 co 以 及 某 实数 zx ,有 fCcozxo) 关 co f Gn. 4. f (cox) — eo f r9) — a, W ao 天 0. 今 取 一 串 有 理 数 {c, } ,使 
c, c, 1-0). 于 是 ,对 于 任何 正 整数 m A 
fU mes — 6,22, ] mfL Geo — caro ] 9 mL fCGoxo) — fCGeixo) ] 9 mGes — ca) f xo) tmas 
(n—1,2,3,**; m—1,2,3,--). 


任 给 G>0. 先 取 定 一 个 正 整数 加 ,使 "S. 对 此 mw, 再 取 定 一 个 正 整 数 n tt 


[mCeo—e)zo | Les |mleo—e) fro0) | <G: 
令 工 = 二 mlco 一 cn)zo. 于 是 TE( 一 e,e) ,并且 
| FŒ) | Z | ma | — | mCco — cn) fr) | >2G—G=G. 
由 所 给 G>0 的 任意 性 , 即 知 f(x) 在 (一 e,e) 无 界 , 此 与 假定 矛盾 .于 是 ,对 任何 无 理 数 c, 也 有 
fl(cx)=cf (zr). 
以 下 证 明 同 809 题 , 不 再 重复 . 
[812] 证 明 : 对 所 有 x 和 yy 都 满足 方程 
flzri+y)= f(r) fy) (2) 

的 唯一 不 恒 等 于 零 的 连续 函数 FG) C7 eo ae d 00) Jé TEPORE: f) — a XP a= FOOD IE BU EC 


E 先 证 必 有 f(z)>0 (一 co<z< 十 co). 事 实 上 ,由 foo f (E92) - a) ] m roo. 


由 于 f(x) 关 0, 故 存在 xo 使 f 1,020. XE 2) PS zx 一 zoyy 一 0, 得 fGn 2) — fn) f0), i f(0)—1; X 3EC2) 
中 令 y Xs 得 1 二 有 (0) 二 f(z)f( 一 x), 故 f(x) 关 0, 由 此 可 知 £60) 20 (C7 ee c 09). 34 m 5j n 为 正 
整数 时 ， 

fGnz)-— f(ón—1) x x) — fm— 2) f 2 9 fCóÁn—2) 32 f(x) f (32 — = [ fG2]" ; 


fcy-f(»- E)-[r(E)]. mr(£E)errm. 


n 


于 是 ， 
£(2x)- Lr) rrot. 
又 有 


m 


f(—-2s)-tfC-1* -2LfG21 *. 


n 
由 此 可 知 ,对 任何 有 理 数 c, 有 
flez)=[f(z)] (Coo ro). 
根据 f(x) 的 连续 性 , 仿 809 题 的 证 明 易 知 此 式 对 任何 无 理 数 也 成 立 . 因此 ,对 于 任何 实数 与 ,有 
flcr)=[Lf(zx)], 
Ami. fGO-—fGiG*D-[fOD] =a , a=f(1)>0. 
iE. 也 可 利用 809 题 的 结果 来 证 .前 面 已 证 f()70 C7 oor Foo). 4- FG) —-log, f(x) iE £ a= 
fO0290. 于 是 ,F(Cz) 是 一 co<z< 十 co 上 的 连续 函数 ,满足 (1) 式 : 
FG y) —log, f Gc y) —log, f(x) fC€y) ] —log, f G2 9-log, f(y) =F) +F(y). 
3X dq 809 题 的 结果 , 知 F(x2—a" xX, 这 里 
a* —F(D -—log, f (D —log; a—1, 
从 而 ,F(X) 二 Xx. 由 此 可 知 f(x)—a. 


[813] 证 明 : 在 区 间 (0,e) 中 有 界 并 满足 方程 (2) 的 不 恒 等 于 零 的 函数 f(x) 是 指数 函数 . 
证 由 812 的 证 明知 : f(2220 (一 cc<<z 必 十 ce) ,并 且 对 任何 有 理 数 c, 有 fO —LfGO '. 
下 证 对 任何 无 理 数 c, 也 有 


fKGex)—LfGDy (~ort) 
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用 反 证 法 . 假定 对 某 无 理 数 ,及 某 实 数 mm ,有 foro EL f Gn o. SER ro z50CPR SJ. (0) 二 1). 不 妨 设 ns 0. 
我 们 有 f Cox) — BL f Ge ]' 8770. Bz51. AR iit p>. p BAMA co AE ci <e 66 Hcc 
(99). FÆ OSEE TRI IE SE Cm A 
fUmCGs — 6x ]7 (flGo — 62201)" — fCeoax)" f C7 cx)" =P Lf 2] 9, 
现任 给 G- 0. 先 取 定 一 个 正 整 数 m, 使 g 2G. 然后 ,再 取 一 个 ”使 


O«m(c-—c,)xo-e, LfCGin2]" ^» - 


FEAS IZ—mnl-—geR z€ Q.D. H fr 26^ 去 一 G, 故 f(x) 在 (0,e) 无 界 ,此 与 假定 矛盾 . 注意 ， 


车 81 WER e >c 2962 796 ,cn 一 c 并 考虑 
fÜL—mGs—c62zx:]—8 "Lfin2] "9 7, 

由 此 可 知 , 对 任何 无 理 数 c, fO) — Lf G0 Y. 也 成 立 . 

以 下 证 明 同 812 题 ,不 再 重复 . 

[814] 证 明 : 对 于 所 有 正 数 RI y 都 满足 方程 fCzy) — f GO t f Cy) B ME — 8 fi 5$ T 27 f Ye 2E PR TC 
f G0 CO x T oo) ER RC: (x) — logar 5X P a 为 正 的 常数 . 

ME E f (xy) — f GO tfo mA y=1, 得 f(O)0—0. 由 于 f(x) 关 0, 故 存在 x; 70 使 f£ On 070. 先 设 
f(xo)>0. 

由 于 fC) = flr) tH flo) =2flxo), fri) =2f Cci) =4f Cr), ,利用 数学 归纳 法 , 易 知 f(x?")== 
2n f (x, ) 9 -- eo. (n9). Bc np UR IE ECC ”使 fO ) 过 1. 于 是 ,根据 连续 函数 性 质 知 , 在 1 与 zi" 之 间 必 
存在 某 (显然 之 0) 使 F(a) 王 1. 现 考虑 函数 F(z)= Faz)( 一 cc<z 一 十 co). 显然 FCz) 连 续 且 满足 (1) 
式 : 

FE(Cz 十 y) 王 ar 7) 一 az。a) 一 Faz) 十 Fo) 一 FGz) 十 下 (y)。 
于 是 ,根据 809 题 的 结果 知 ,F(x)= 二 a* x (一 2<z 一 十 co) ,其 中 wo = 二 Ff(1)==f(a)==1. 于 是 ,F(z)= 二 zx, 即 
fGa*)—z5 
4 a* — y. Wj x—log,y. FÆ, 
f(y)=logsy (0«yc«-Too). 

车 f(zo) 二 0, 则 可 考虑 函数 (a0 — fla). T JÉgCn0750 H g(x) 也 满足 gCcy) — gG o g CO» (d 

根据 刚才 已 证 的 结果 ,可 知 g GOD — log, y (0 二 > 所 十 cc) ,其 中 a>0. BI — fO) —log, y 3X f CO — log y. 


^ a* -—L ga 2-0 H.— log, y —log,. y. $ 


f(y)=log,.y (0«y«-coo, 
其 中 a' >0. WEHE. 
[815] 证 明 : 对 于 所 有 正 数 x RI y 都 满足 方程 
fir = fGo fy) (3) 
UD MES ELIT 11191 910592925915 11 Sa Rh a 为 常数 . 
证 ”考虑 函数 FGO — fle) (一 cc<z< 十 co), 则 F(x) 在 一 < 之 x 二 十 连续 不 恒 为 零 , 且 满足 (2) 
式 : 
Flaty) = fle fe * &)— f(e) f(e ) - FGOFC). 
于 是 ,根据 812 题 的 结果 知 
F(x)-b 〈 一 cc<z< 十 co)， 
其 中 50. Bl fe) =b C7 oor o). 
4 e' — y WM] 05 SER EEEH aC ooa 一 十 co) ,使 e 一 b. FE, 
f(y)=b=e”=y (0«y«-oo). 
证 毕 . 
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[316] 求 对 于 所 有 实数 rA y 都 满足 方程 (3) 的 所 有 的 连续 函数 fo) C7 eo c o9). 
证 DD fGy — fG2 fG0 BEA fOD — fOO fOD ,于 是 ,F(G1) 王 0 或 f(1)=1. 
当 f(1) 二 0 时 ,对 于 任意 实数 zx, 均 有 fG0 — fO) f) 0. 
当 f(1)==1 时 ,由 于 füD-—f(-—D-:C-D)0—fC-DfC-D-—101, BELA fC—D c1. 下面 分 两 种 情 
况 讨论 : 
Ci) 当 f( 一 1)=1 时 ,由 于 f( 一 z)==f( 一 1)f(zx)= 二 f(z), 所 以 ,在 这 种 情形 下 就 可 把 问题 归结 为 对 
0 二 x 三 十 中 的 工 进 行 讨论 . 而 对 于 x 之 0, 我 们 已 证 得 f(z) 二 x , 式 中 a 为 常数 .然后 再 利用 f( 一 zx) 二 
f(z), 即 得 fC) = |x|, HRE f(x) 在 (一 ,十 吕 ) 中 连续 , 需 a0. 
Clio 34 fC—- D ——1 Bb. f] Ci ) 可 得 
fGO-—sgnr* |x|* (a0). 
综 上 所 述 ,所 求 的 函数 为 (1) f£ 505 8X (22 f(x) — | x | * (2:00 5 X (32 f (0 —sgnz * |x|* (a20). 
x) 利用 815 题 的 结果 . 
[817] 证 明 : 不 连续 函数 f(x) 二 sgnz 满足 方程 (3). 
证 由 f(x) 二 sgnz 知 ,FCzy) 一 sgnCzy). 
分 三 种 情况 讨论 : 
(1) 当 zy 二 0 时 ,zx 与 y 同 号 ,此 时 sgn(Czy) 一 sgnz。sgny 一 1; 
(2) 当 zy<0 时 ,z 与 y 异 号 ,此 时 sgn(Czy) 一 sgnz。sgny 一 一 1. 
(3) 当 ry=0 时 ,在 实数 域内 ,z 5 y 中 至 少 有 一 个 为 0, 于 是 ,sgn(Czy) 一 sSgnZz。Ssgny 一 0. 
总 之 ,不 论 哪 一 种 情形 , 均 有 
Sgn(CZy) 一 SgnZz。Sgny， 
th, B PRAG F(z) 王 sgnz IE ZI E f Ory)— fla) fo). 
[818] 求 对 于 所 有 实数 zx 和 y 都 满足 方程 f(z 十 y) 十 f(z 一 y) 二 2 了 (zx)f(y) 的 所 有 的 连续 函数 f(x) 
(—oo«r«-oo). 
解 显 见 函 数 
f(x) 二 cosax 或 f(x) 二 chazx 
满足 所 给 方程 . 下 面 我 们 将 指出 满足 所 给 方程 的 函数 具有 上 述 形 式 . 为 此 ,在 方程 中 令 > 一 0, 得 
2FL =f f 09's 
则 当 f(zx) 半 0 时 f(0)==1. X r=0 得 
fi» fCc-)-2fn, 
所 以 ,f( 一 y)==f(y). 
由 f(x) 的 连续 性 , 故 知 存在 c0, [E04 rE [0,c ]EE f) 20. BE f(c) 二 a. 下 面 分 两 种 情况 讨论 : 


(D 当 0 二 a 过 1 时 ,于 是 ,存在 0:00 ,使 得 


f(c) = cos. a’) 
从 而 


fD —2L fo J? — f0) = 2cos* 0—1 — cos26, 
fo) —2f(20) f Cc) — fle) — 2cos20cos0— cos0— cos30. 
利用 数学 归纳 法 易 证 ,对 于 所 有 的 正 整数 n, 均 有 


f (nc) = cosnó. (2/5 
X 


Lr) ] 2400 &o1- aeos cos 4. 
由 于 £G0 270 CBE , W43 


fe) cs PE (3^) 
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同样 ,利用 数学 归纳 法 ,对 于 所 有 的 正 整数 n A 
(emm) 
3 5E I O1) 8I CIO B ERIERERET (LO ,可 知 对 于 所 有 的 正 整数 m, 均 有 
m ym e). 
FLUE XET- 7 ER IE SCC, UE 
fCGcx,) — cos lOt) 
又 因 任 一 正 实数 x VERTES RC IO ERLEBT VA RUE ER SERE AD 18 


fKcx) — cosCOx). 


(5^) 


(6^) 


由 于 f( 一 y)= 二 f(y), 故 (6 ) 式 对 zx<0 也 成 立 . 至 于 当 r—0 时 ,F(Ccz) 王 cos(Oz) 显 然 成 立 . 因 此 ,对 于 


一 co<z 必 十 ce 的 一 切实 数 , 均 有 fCex) — cosCOx). 1E cz BUk x HeLa n 


f(x) =cosaz. 
(2) 34 a>1 时 ,于 是 存在 这 样 的 0, 使 得 fC) =a= ch6. 
根据 双 曲 余弦 的 关系 式 , 再 重复 上 面 的 推理 过 程 , 可 得 fO) — chaz. 4 a=0 BE, f Cc) —1. 
综 上 所 述 ,所 求 的 函数 为 f (x2 — cosax 3X f(x) chaz. 
[319] 求 对 于 所 有 实数 rA y 都 满足 方程 组 : 
fict y —fG)fGo—gOG2gID, 
git y—fG)gGG) t f(y) g(r), 
以 及 规范 条 件 
fK(0-—1 和 g(0-—0 
的 所 有 的 有 界 连续 函数 f(x) 和 g(x) C7 oor o9). 
提示 考虑 函数 FOO—f' Goog G). 
E ”考虑 函数 FGO f? GO g^ (xz), 则 
FG y) — f? Gd 2 - g? Cx y) 
—LfGOo fti —gGOgOGOD P? HLACE gly) T f(y gr) * FG FG), 
由 于 F(0) 二 1 X F(x) 关 0, 故 
F(x)—a* (—oo«zr«-toeo), 
式 中 a 一 F(1) 为 正 的 常数 ”…. 
由 于 f(z) 及 g(x) 有 界 , 故 只 能 有 a 二 1. 因此 ,对 于 所 有 的 实数 zx, 有 f ateg Go —-1. 因为 
0=g(0)=g(zx—7x)= f(x)g(—z)++f(—zx)g(z) 


1—f(0)—f(x—xi-fG^Mfi—x»—gi -xgix». 
上 面 二 式 分 别 乘 以 g( 一 z) 及 f( 一 zx), 然后 相 加 ,得 

fCo-x)-—fG)Lf? Co og! —7)]7 f(z); 

如 果 上 面 二 式 分 别 乘 以 f( 一 xz) 及 g( 一 zx) ,然后 相 减 ,得 
g( 一 Z) 一 一 g&(CZz)[Lg2( 一 Z) 十 太 2 (一 六 )] 一 一 5(Z). 

从 而 可 得 

FG y) a= fBiGofXi)-gGOgG0T fi fC- —-gG0gC-) —2fG0 fCy). 
于 是 ,考虑 到 f(x) 的 有 界 性 ,可 得 


f(x)=cosar* *’,， 


再 由 f (zx) 十 g(x) 二 1 可 得 
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g(x)= tsinazr. 
=) 利用 812 题 的 结果 . 
x x) 利用 818 题 的 结果 . 


[820] 设 Af(z)= 二 f(x 十 Az) 一 f(x) 及 A? f(x) 二 A{Af(z))} 分 别 为 函数 FCz) 的 一 阶 、 二 阶 有 限 差分 . 
证 明 : 若 函数 F(z)( 一 cc<z<< 十 ceo) 是 连续 的 且 A? f(z) 寺 0, 则 此 函数 是 线性 聘 数 , 即 f(x) 二 az 十 b， 


AP a 和 6 为 常数 . 
证 由 A*f(z) 志 0 得 


fGct Ai xctAix)— fG-Aix)9 frc A x)— fIGo. 


4 xr—0,18 
f(A T AD — f Ox fKAD — IO). 
^ A —nA ,得 


fL Gs DA ]— fAAD2 fix )— f(). 
利用 数学 归纳 法 ,可 得 


fL Gd DA ]— f()02 (GT DLfGi)— f) ]. 


关系 式 (1') 可 写成 
f(A1)—f(0)= 二 [fCnAi)—f(0)]. 
在 上 式 中 令 nd m. BERI CIO BU 48. 
m m 
F(Z) -O= fco». 


UL, f (2) =a « 至 十 b, 式 中 4 二/(1) 一 f(0) 及 5 二 (0) 均 为 常数 . 


于 是 ,对 于 有 理 数 x, 均 有 
f(x)=azttb. 


对 于 无 理 数 x, 利 用 f(z) 的 连续 性 , 即 可 证 得 上 式 仍 成 立 . 事实 上 , 取 有 理 数列 xz, 一 zx, 则 


lim f (x,)= f Cx). 
另 一 方面 
lim f Cz, ) = lim Caz, +b) —ax-t b. 


因此 ,对 于 所 有 的 实数 z, 均 有 f Cr) — ax b. 


Q^) 
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